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AVERTISSEMENT. 


Je me suis proposé, dans l’ouvrage dont voici la pre- 
mière partie, d’exposer d’une manière rigoureuse les 
élémens du Calcul différentiel, du Calcul intégral et du 
Calcul des variations ( en y joignant, pour compléter, 
celui des différences). La véritable base de cette partie 
des Mathématiques est la théorie des infiniment pe- X, 
tits, théorie composée d’un petit nombre de principes 
susceptibles d’être démontrés avec la plus grande 
évidence , jointe à une extrême simplicité. C’est sous 
ce même point de vue que j’ai traité le Calcul diffé- 
rentiel , dans un manuscrit présenté à l’Institut en 
juillet 1822 : les principales propositions de la théorie 
des infiniment petits se trouvent développées dans ce 
manuscrit. Depuis lors j’ai constamment employé 
cette même théorie dans l’enseignement de la Géo- 
métrie élémentaire, en la restreignant à ce qui est 
nécessaire dans ce cas; j’ai, en outre, enseigné l’a- 
nalyse infinitésimale en leçons publiques à l’Académie 
de Strasbourg , et en leçons particulières. L’expé- 
rience, et la lecture des ouvrages de MM. Cauchy, 
Ampère, etc. , m’ont conduit à d’assez nombreuses 
modifications dans les détails, tout en me confirmant 
dans ma manière de voir quant à l’ensemble de la 
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VJ AVERTISSEMENT. 

science. L’Ouvrage a donc été éprouvé sur Y esprit des 
élèves ; il renferme , surtout dans les premiers cha- 
pitres, de nombreux exemples de calcul, destinés à 
briser le lecteur sur les règles, chose essentielle pour 
qui veut avancer d’une manière sûre et prompte. Je 
pense que , sous ce rapport et sous d’autres , cet 
écrit ne sera pas inutile aux élèves de l’École Poly- 
technique, pour qui l’étude de l’Aualyse infinitési- 
male est d’une si haute importance. 

Le Calcul intégral' et celui des variations, où l’on 
complétera la théorie des infiniment petits en même 
temps qu’on sera conduit à en faire de nombreuses 
applications, sera mis sous presse incessamment. 



Digitized by 



■^^VVV\*»WVVV>AlVVV^VVVV%»*WVVVVVVVVVVV*»V»VVV»***V»VVVVVVVVVVVV*»\VVVW**^W***»V*V» 


T A RLE DES MATIERES. 


Page». 


Chapitre I tr . Des Fonctions (ï une variable , définitions. , x 


Continuité dans les fonctions I 

Acrroisscincns ou différence» a 

Propriété du rapport de» différences 3 

. Définition de l’inliniment petit , de la limite ib. 

Dérivée , coefficient différentiel . différentielle 4 

But du calcul différentiel ib. 

Chap. II. Coefliciens différentiels et différentielles des 
Fonctions explicites d'une variable 5 


Fonction» simples. t°. Puissances. ib. 

a°. Sinns et cosinus S 

Note sur la limite d’un produit cl d’an quotient 7 

3°. Exponentielle et logarithme (indiques). 9 

Combinaison de fonctions simples , par addition, multiplica- 
tion et division. — Exemples I ! 

Théorèmes snr les fonctions de fonctions. — Exemples 16 • 

Fonctions circulaires inverses 11 

Remarques importantes ib. 

Chap. III. Différentielles de divers ordres. Théorème de 
Taylor 


Différentielles et coefficiens différentiels du second , du troi- 
sième , etc. , ordre ib. 

Théorème de Taylor a8 

Évaluation dn reste de la série do Taylor 3i 

Se'rie de Stirling 37 

Développement de ( x + A)" ift; 

Différentielles de l’exponentielle et du logarithme démontrées. 38 

Base des logarithmes népériens 43 

Développcmcns divers : convergence de ces séries 43 

Calcul des logarithmes 


Digitized by Googl 


tfiji 


TABLE DES MATIERES. 


P»B*»- 

Chap. IV. Fondions explicites de plusieurs variables in- 


dépendantes Si 

Cas de deux variables indépendantes ib. 

Coefficicns différentiels partiels , différentielles partielles , 

différentielle totale ; le tout dans le premier ordre ib. 

Casoii il ya un nombre quelconque de variables indépendantes. 54 

Coefficient différentiels et différentielles d’ordres supérieurs.. ■ . 55 

Remarque. ib. 

Théorème de Taylor pour les fonctions de plusieurs variables 

indépendantes .* 60 

Exemples de différentiation 54 

Chap. V. Fonctions implicites d’une variable 68 

Le rapport des différences jouit de la même propriété que pour 

les fonctions explicites. — Exemples ib. 

Equations différentielles du premier ordre ib. 

Idem d'ordres supérieurs. Plusieurs manières de différen- 
tier nne équation différentielle.. JS 

Chap. VI. De l’homogénéité. Théorie des infiniment 

. P elits ist 

Définition de l’homogénéité par rapport aux différentielles.. .. ib. 
Tonte équation nonhomogène sedécompose en plusieurs autres. ib. 
Infiniment petits (le divers ordres. Principes 8 i 


Chap. VII. Applications géométriques planes des théories 
précédentes 

Équation de la tangente , de la normale , etc. 


Différentielle de Parc , de l’aire » 

Théorie des contacts de» divers ordres. 

Cercle oscillateur, rayon de courbure , développée. 

Propriétés de la développée»» « 

Trouver une développante d’une courbe donnée «.* 98 

La développée est le lieu des intersections des normales de la 

développante T 

Développées des courbes du second degré lot 

Chap. VIII. Suite des Applications géométriques planes. m5 

Asymptotes rectilignes Ul. 

Angle de-contingence to<) 


Digitized by Google 


PS, PS S R P \£ 


TABLE DES MATIÈRES 


AX 


P»ü«. 

Chap. IX. Suite des Applications géométriques planes. 


Points singuliers m 

•• 

A In lima ÜX 

Minima . 1 1 3 

Inflexions........ 117 

Points de rebronssement nu 

Points multiple». i ?4 

Points isoles ia 5 

Chap. X. Examen analytique des valeurs singulières 
des coefficiens différentiels . Maxiiua et Minima des 
fonctions d'une variable i 3 i 


Chap. XI. Suite des Applications géométriques planes. 
Courbes transcendantes i 38 

La logarithmique s ib. 

La cycloïde ~. i 3 t) 

La roulette en général. 1 44 


Chap. XII. Suite des Applications géométriques planes. 
Coordonnées polaires. Tangente différentielle de V arc 


eide V aire , Rayon de courbure 1^9 

Des spirale» 1Ü1 


Chap. XIII. Fin des Applications géométriques planes. 

Problèmes sur les enveloppées i 54 

..... i , • 

Chap. XIV. Changement de variables indépendantes dans 
les expressions différentielles. i6~i 

Chap. XV. Recherche de la vraie valeur des fonctions 

dune variable qui prenne la forme ■?. 0X00. etc. i (> 4 

Chap. XVI. Différentielles des équations à plus de deux 
variables , dont une indépendante 1 6q 

Différentielles de divers ordres île çes équations, — Exemples. ■ ib- 

Chap. XVII. Équations renfermant plus d’une variable 
indépendante. 1 


Equations différentielles partielles de» divers ordres. — Kxemple». il). 
Remarque» ]jx 


; 


Digitized by Google 


* 


S TABLE DES MATlÈKES. 

* ; P«üe». 

Chap. XVIII. Maxima et mtnima des fondions de plu - 


sieurs variables. . . ijg 

Fonctions <le deux va ri ables , ■■...•• i&. 

Cas singulier 181 

Problème » 8 a 

Fonctions de tant de variables qn’on vent 184 

Chap. XIX. Application du Calcul différentiel à la 
Géométrie de l’espace 187 

Plan tangent |88 

Normale ipt 

Applications iqa 


Chap. XX. Suite des Applications du Calcul différentiel 
à la Géométrie de T espace. Différentielle de V aire des 


surfaces courbes et du volume •••• > 9 $ 

Snrfacc de révolution; aire et volnme lt)Q 


Chap. XXI. Suite des Applications du Calcul différentiel 
à la Géométrie de l’espace. Surfaces courbes en général. 302 


§ I. Cylindres. < ib. 

| II. Cônes 307 

Ç III. Surfaces de révolution 310 

■ ■ Exception ponr le plan tangent ai 5 

* $ IV. Conoïdes. ‘ ‘ ni6 

Conoidc de la voûte d’artte ib. 

Surfaces dn filet de la vis carrée 317 

§ V. Surfaces développables aao 

Chap. XXII. Suite des Applications du Calcul différentiel 
à la Géométrie de V espace. Courbure des surfaces 229 


Théorèmes snr les rayons de conrbnre en un point ib. 

Maxima et minima des rayons de courbure en un point.... a3o 

Propriétés de ces rayons a36 

Osculation de deux surfaces a37 

Exception aux propriétés précédentes a 38 

Intersections successives des normales : lignes de courbure. . . . afo 
Note . Éclaircissement tiré de ces théories sur les maxima et 
tain»«fl_.des_fQnctiQns_ile_dctu;-vjiiabks,^ J .^^.. ■ ■ ■ 


Digitized by Google 


• - ■ t * vr 


.. TABLE des matièbes. xj‘ 

. .. Pa 6"' ’ 
Problèmes sur les lignes de courbure, lys surface» lieux des 

centres je courbure , etc. a|6 

Théorème sur les surfaces qui.se coupent & angle droit a 5 o . 

Chap. XXIII. Suite des Applications du Calcul différentiel 
■ à la Géométrie de l'espace. Surfaces enveloppes d une 
sphère. a5i 

Guap. XIV. Suite des Applications du Cajculdifféi enliel 
à laGéométrie del’espace. Contact des surfaces courbes. 255 

Chap. XV. Fin des Applications 'à la Géométrie de 
l’espace ~ z5q 

Lignes courbes dans l'espace. , ib. 

Tangentes ; plan osculateur. ■ ... 1 afio 

Différentielle de l’arc (le courbe dans l'espace. .. . . ..: ib. 

Remarques importantes sur les infiniment petits ...... i ... t . ?<ji 

Rayon de courbure ‘. .... i ......... . a (>4 

Angle de contingence. .". ............. ,f: a6ç) 

: — N O TE Sr— 1 

»• ■ - • - ' : : 4L 

, Note relative au chapitre VIII..’. . ’ Vj-s^ 

Note sur le ri” 7a. . . 1'. ib.' 

Note sur la théorie des infiniment petit! V. ... . 

J. ■ ; ■ 

Flfl ‘ DE LA TABLE DES MATIÈRES. , • 

' * ~ w * y 

, * » 

* * . . • ‘ > ^ •' • . T~ ' 




ii^ 


* 



Errata 


>0 • . 

2\r, B. L’étendue démesurée de cet 0rrata tient A denx causes : i«. la 
nécessite 1 pour i'antcur de corriger les épreuves sans le secours de son manus- 
crit et ce au milieu d’occupations continuelles et à cent lieües du lien de 
l’impression j »°. l'inexpérience de l'auteur en fait d 'impression. Pour le 
second volume, on prendra des mesures telles, que le nombre des fautes y 
sera certainement moindre, quoique l’étendue de ce volume soit plus que 
double de celle du premier. 


Pages. 

». 


7» 


Ligne»- • . 

9 en remontant, au lieu de do 5 e degré, lisez d’anc équation 
du 5* degré 

i3, x=-o r lisez X == n 
S, au dénominateur, rr™. Usez x’" 


» 4 . 


15, lisez ±1 
csy A* 


—j 

Ibid.,- 4 cm remontant, ses, lisez ces 
3 a, note, a, n^ao, lisez n« 19 


36, 

Ibid., 

4 », . 
44 . 

.45, 

«46. 

. 48, 

Ibid., 

48 , 

49 , 
65 , 

57, 

Ibid., 

58, 

■ 6», 

Ibid., 

Ibid., 

Ibid., 

6a, 

* 4 , 


d*P . 

5 , n + 1 , lisez (n-f - 1 ) 

9 , au dénom. a+r, lisez h 

5 , logarithmique, lisez logarithme 

4 en rem. , L(i *■)*■ , lisez L( t + x)* 
x‘+» ,. ** + ’ 

} a. 3 ...(A+a) a.3...'*+i) 

7 , an dénom., C-pi, lisez C — « 
i3, Le[. ..., lisez aLe[. . . . 

3 en rem., Iz- f. , lisez Iz + a( ) 

dernière, . , . . , lisez fa = a Q -+■ -j . jj + g • +• • • j 

7 on a pîs < 3,44o,ô - o ^’ etpar,uitettc - 

6 , en rem. , AF' (x* - 4 - fl A) , lèses AF' (x •+• flA) 

3, d“x, lisez dx m 

5, d"-‘x, lèses dx 1 *-' 

8 en rem., supprimez t 

3, dtez l’accent sur les a. 
à de' dz' 

8 ’ == dx”’ 

dz' 

io$ le dernier, , à changer en 
d*±' ; ' 

«4. :£r, ES 

8 , k = tix,he=dy, lisez h t=t dx , k =z dy 

df df 

~z> ltKt Tt 


’Digitized by Google 


P«ge»- 

Ibid., 

65 , 

Ibid., 

67 » 

Ibid., 

7». 

Ibid., 

73 . 

Ibid., 

75 . 

Ibid., 

76. 

Ibid., 

80, 

83 , 

89, 

Ibid., 

9", 

Ibid., 

97, 

9 ®, 

100, 

101, 
JMA, 
Ibid., 
Ibid., 

10a, 

Ibid., 

io 3 , 

Ibid., 

Ibid., 

Ibid., 

10 5 , 

106, 
Ibid., 
Ibid., 


Lignta, 

d*f d'f 
'*> -£> l,set T 

5, le premier 4- à changer en x 

6, »in(ar’^r4-y’), lisez tin( x’+xjr+y* ) 
dz .. dz 

8 > Sc* /W ” ^ 

iiid., (anjr+n*), lisez (vy-t-u*) 

6 en rein., Jiii/, lisez bAxAp 
4 en rem. , /e dernier Aycn a p 
i, dern. fract., b + , lisez bp + 

4 , 4- ae, iise* 4 - ae 

7 en rem., lisez F(x,y,p,. . .) 

4 en rem., Jx*+' , lisez dx m 

16, p*—, #*** P«*~' 

«7, rfn, lisez dx 

dy m 

d^-' “ tfcr- 


| 3 , B ^ 4 , lisez B 


7 et 8, /wca d* a 

5 en rem., d*4> <:z 

4 en rem., 4 *( T 7 > ^‘ îe * *K X / 

8, audenom., î.a — n, lisez 1 .a . . . . n 
11, MB, Usez MR 
i4, s, lisez <r 

5 en rem., effacez le : après 7 , et placez-le avant sur 

9, A,, lisez Ai, - , 

dy » — <ir* 

6 en rem., — — , — 

5 en rem., n* 65 , /irez n« 

3 en rem., x — , Usez x 4 - 

y ' 

a, an dénom., A*» Usez k 

7. 

3 en rem., 'j lisez . ' ' 

on a ensuite /wer. changeant <t, n, b, x en (&, b f a , y } et 
réciproquement , on a 

5, supprimez 1a 5« et la 6 e ligne , et placez fi devant la 7* 

8. 

g, supprimez où B =s ■ 1 

5 en rem., rç,\Usez — 


7 ( 


d s ar, /irez 6x » , 

4-t, /irez =t 


3 en rem. , introduisez 4-aCxdx 


Digitized by Google 



« 


P.gej. 

Lignes. 

ioG, 

3 en rem. , Ed)r, lisez F.dx 

, , «°7, , 

5 , C , lisez — aA stx 

Ibid., 

supprimez les lignes 8 à «a , et remplacez-les par ce qui suit : 


As’ ■+■ B*-l-C = 0, (aAi + B)t + Ds -1- E = 0, 
de là on lire pour s et t des valeurs connues 

108 

8 supprimez tout l’exemple 

«°9, 

a en rem. , 53, lisez 60 

11a, 

«S, JH X * — Usez /•■+ , (x, — S h) 

Ibid., 

ai, A'h *“- ■ , lisez A'/i»»+* 

Ibid., 

aa, /*+‘(x,), lisez /'«•*•■(*,) 

1 13, 

b en rem. , plaoez devant car 

«>4, 

la, x — o, lisez x—a 
880 880 

iao. 

5 > ir> -»r. 

iai, 

10, ,= x+±, lisez =x+ 1 zt 

Ibid., 

3 en rem., ], lisez ]* 

ra6. 

•j, a", lisez a m 

Ibid., 

8, Bx»»+», lisez Bx’* 

* 

>3o, 

7, à la fin ,(^, lisez • 

«34, 

5, n 0# 59 et 60, lisez n°‘ 66 et 67 

«35, 

3> àtt dénom., S 3 * lisez S 1 

Ibid., 


. Ibid., 

9, î = rV^Y, lisez z — x\/ 1 

Ibid., 

14 , = V it % x* , lisez: =* — 

«37, 

5, n°6i, lisez n° 68 

*«43, 

5, an dénom., ix , lisèz iy 

( Ibid.t 

8, dr = i, lisez -^-=z 
ia .. iadx* 

Ibid., 

9, — , fi*«* 

' . «45, 

g en rem., lisez Çx — x, — dx,)*-{- {y — y, — A7'',)*=(r+ A r)‘ 

• «47» 

9, n° 7a, lisez n" 8r 

, i5o, 

6, n° 44, lisez n° 5i 

Ibid., 

«7, <(r'*, lisez < ~ ^»( 

i53, 

7, n° 8a, lisez n» 91 

Ibid., 

a .. 3 

9, exposant —, Usez — 

. Ibid., 

,,,, rl/i-HLe)-' 

10, en rcm., usez PM = — * — T 

j 5 y. 

8 en rem., peut, lisez peu 

«5g, 

5 én rem,, 4(*/’> lisez •].(*) 

Ibid., 

dernière, t’a[ , lisez — $'*[ - 

», «6j, 

dernière, au dénomin., lisez dx* 

r . 

« 

• % , 
/ • 

• 


* «t 
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162, 

Ibid., 

'69. 

' 7 >* 

17a, 

173, 

175 , 

Ibid., 

Ibid., 

Ibid., 

176, 

177 , 
18a, 

Ibid., 

Ibid., 

' 83 , 

Ibid., 

.84, 

. 85 , 

. 86 , 


Ligne*. 

.0 cA rem., dx, litez dx' s 

8 eu rem., izx'dx, lisez izx'dx' 

4, 106, lisez 108 

dernière, d'z — o, lisez bd'y+cd'z = o 
ia en rem., /(X, Jf*,») = Oj lisez f (X , y , , Z> = o 

8 , supprimez -jp-dx, 

( dn dn fdn dm . 

dx + dz+’ llset Kdï + 57 + 

’ „ (dm dm’ \ .. (dm’ dn’\ 

^{tz + i ll,ez {or + * sr) p 


J1L 

dydx 1 


6 en rçm., U a* «j. doit être 
dernière, -f- o, lisez = o. 
a* exemple, lisez a* + a »in(Kx+/ç^) — èe* = o 

6 > ($-y iuez w 

.8, supprimez z devant la fraction 

lisez (a’y—*xy')(x+y)~a'xy+x‘y' 

9 ’ dx (tr-f y)' 

a, note, n* 179, lisez n" 180 
5 en rem., (x+y), lisez (x+y)' 

, d'v d'v 

i en rem. , s = — , , Usez s — —, — =— 

dxdy , dxdy 

d'z .. d'Z 
dxdy ’ lSCZ dxdy 

9, en rem., (iw+if)’, lisez { rw — sv) % 

ar-f-ml/ac* — a» 

a, lisez p = — — 

V x* — a * 

_ y+nVï^& 


Ibid., 3 , lisez 4 , 

Vy—b' , v ; 

tga, 6, diamètres conjugués, lisez ares 
Ibid., 5 en rem., c'y,, lisez a % y, 

Ibid., 3 en rem. , = c, lisez —a 

196, 3 , ' le dernier dx, en dy, 

20a, 4 * ,ao » Usez . 3 o / 

ao4, ta, mettez ; h la fin de la ligne 

Ibid., . 3 , supprimez le \ 

ai a, ibidi, (z c)', lisez (* — c)' 

Ibid., 5 en rem., fi cos fl, lisez Beos fi 

a. 5 , 9 et suir. , supprimez 3 dans les derniers membres des 3 équations 

3.7, 3 en rem., DB = ear.arc(, lisez DB = a. arc( 

a.g, 7* reproduit, lisez reproduit 

, v . dz, dz, 

aao, ut, ~zjy-s — , lisez —y, —5 — 

. J dy,’ dy. 
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1 5 , jr+(«0(*) , lisez y+(«) - 4 - ■?(«) 


339 , 

8 en rem., Az'Az, lisez z' A z 


i 3 o, • 

dernière, dz‘, lisez ds/‘ 


233 , 

9, r<, lisez />< 


Ibid.. 

i 3 , dz m , lisez d‘z 


334 , 

ibid., au dènom., cos*<», lisez cos 3* 


a 3 g, 

. .. xy - ar*+ 3 r* 

8, lisez p q— 7 



„ . A«r *(i-f-aK*) 


Ibid., 

16, lisez p — ». .— y q — . , T 

4 / 7 +â; \/i+k' 


ô. 

i 3 , y- 1- K , lisez y+h’ 

* 

Ibid., 

18, A, iiiea A' 


Ibid., 

33, x, y, », /tsez x,,y,, z. 



k . h ' 


341, 

7,' t , lisez — 


243, 

2, (n), lisez (e) 


Ibid., 

iiid. , i 5 g, lisez 169 


346, 

i 3 , rt — a, lisez rt — a* 


2S3, 

10 en rem. J4®> lisez )4’« 


Ibid., 

8 en rem., y=^a, lisez x = 4* 


Ibid., . 

6 en rem., y — {■«, lisez x — 4* 


354 , 

ibid. en rem. , (ni) dn n° 209, lisez 6 du 

n* 187 

a 55 , 

supprimez au titre le mot planes 

- 

Ibid., 

13 en rem., )A», lisez A*) 


35 g, 

7 , = Use* /(*,*) 7 =° 

* 

261, 

10, au dènom. de B d*z,, lisez d*x, 


363, 

1, x, lisez 1 


.M 

... . ds | /. d*x' + d‘r * 4 - <i*î* 

— d*a* 

300 , 

10, lisez ^ - ds 


267, 

3 eu rem. , y — z ,, lisez z — z. 


368, 

8, ou dernier terme, lisez \ZX l 

270, 

1 , dx — , lisez dU r, s= 


Ibid., 

3 , {dy % d % y)* t lisez (dy,+d*y,}‘ 


Ibid,, 

ibid., ], lisez ]» 


Ibid., 

3 en rem., cos / 3 , lisez cos/8'. 



Fig. 36 . 
Fig. 38 . 


Erreurs dans les Planches. 

La lettre C planque sur le prolongement de B'B f jd sur celui 
de yA- 

Les deux area de cercle doivent se couper en M'; la lettre O doit 
être placée sur l’arc qui passe en M. 
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Elémentaire 

D’ANALYSE INFINITÉSIMALE. 


PREMIÈRE PARTIE. 

CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


CHAPITRE PREMIER. 


y 


Delà Continuité dans les fonctions ; Accroissement des 
variables ; définition de là différentielle et du 
coefficient différentiel. ■' 

1. Deux quantités variables sont fonctions l’une de l’autre, 
lorsqu’il existe entre elles une relation ou une dépendance 
quelconque , de sorte que pour des valeurs déterminées de 
l’une des variables , l’autre prend aussi des valeurs détermi- 
nées. Cetto dépendance mutuelle dans laquelle se trouvent 
deux quantités est quelquefois certaine, sans que la forme de 
la relation qui l’exprime soit connue. C’est ainsi que les ra- 
cines du cinquième degré dépendent des coelliciens de cette 
équation , sans qu’on sache exprimer ces racines. 

On sait quej-— /(x) , ou f{x,y) = o, etc. , sont les nota- 
tions employées pour indiquer une relation entre deux varia - 
blés y et x. 

2. Considérons l’équa lion y = f[x). 

Si l’on donne à x une valeur déterminée, y peut être réel 
et fini , infini ou imaginaire. 

Lorsque pour toute valeur réelle de x comprise entre deux « 

I • . » 

W - JkJ- 
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valeurs rcejles x = a, x — b,f{x) est réelle et finie, on dit 

que f{x) est continue entre les deux limites x = a, x = b. 

Telle est^'=x“, qui est continue entre deux limites quel- 
conques. 

La fonction est discontinue entre les limites a et b , si, en 
supposant a < b , il existe un ou plusieurs nombres > a et 
< b , qui , mis pour x , rendent y infini ou imaginaire. Ainsi 

r = - r est discontinu entre .r =o et x — 3 , car 

J {x— t)(x— 2 ) ■ 

x=. i , et x= 2 , le rendent infini. La fonction y= \/ (x — i )(x— a") 
est encore discontinue entre i=o et x = 3 , car elle est ima- 
ginaire pour toutes les valeurs de x de i à 2 . 

3. Lorsqu’une fonction y— f (x) est continue entre les li- 
mites x = o, x — b, il s’ensuit que si l’on construit la courbe 
y—f(x), elle s’étendra sans interruption du point x — a, 
yz=f(a), au point x = b,y=f(b). Soit (fig. i ) A le premier 
point, B le second , AMB la courbe. Si l’on prend un point M 
sur l’arc AJUB , il est toujours possible d’y trouver un second 
point M', assez rapproché de M pour que la différence des 
ordonnées MH , M'H' soit moindre qu’une ligne donnée : car 
si l’ordonnée BQ se meut vers MH, la différence BQ — MH=BL 
passe par tous les degrés de. grandeur depuis BL jusqu’à o ; 
ou , en d’autres termes, si l’on prend LK= à une quantité 
donnée, si petite qu’elle soit, qu’on mène KF parallèle aux x, 
tous les points de la courbe entre ML et KF satisfont à la con- 
dition exigée. 

Si pour x = «= OH, l’ordonnée était infinie ou imaginaire, 
cette propriété n’aurait plus lieu : car, dans le premier cas, 
si /(«) est infinie,/ («•)— f(* + h) l’est aussi, quelque petit que 
soit h ; dans le second cas , /(«) — f(m -f- h ) est imaginaire 
(on suppose & = HH'). 

Dans les paragraphes suivans, nous supposerons que les 
valeurs de x soient choisies dans un intervalle où la fonction,/ 
est continue, à moins d’avertissement contraire. 

4- Considérons les valeurs de y qui répondent à deux va- 
♦ leurs numériques de x , l’une i = x, , l’autre xx=x,-{-hi=^S.. 


D ANALYSE INFINITÉSIMALE. • î 

• . _ ‘ V. 

Ces valeurs de y seront représentées par ÿ—f(x$hs=y x , ' 

et ^“/W=/(x. + A) = y. ' " . 

Les différences Y — y, =/(x, + A) -/(x, ) et X — *, = A, 
que l’on représente aussi respectivement par Aj, et Ax, 
s'évanouissent ensemble si l’on fait A nul , et peuvent devenir 
ensemble plus petites que toute graudeur donnée. Il n’en est 

AT* Y v 

pas ainsi du rapport . celui-ci peut se décom- 

poser en deux parties , l’une indépendante de A, et en général 
fonction de x, ; l’autre partie dépend de. A, de telle sorte 
que, si l’on suppose A décroissant indéfiniment vers o , cette 
partie s’approche indéfiniment de la même limite o , excepté 
dans les cas où , par quelque cause indépendante de h , elle est 
infinie. C’est ce que l’on vérifie facilement sur la fonction . 
r = x 5 . On trouve ici . 

u ... f . * .V * 

/(x, +A)=Y=*?+3 x;A+ 5* > + *?*, 
d’où /(*, + A) — f{x) = Ay l = 3x*A+ 3*t,A 5 -f- 
divisant par ar, = A, on a • . • . ‘ ’ /m ''. 


^l= 3xî -Mx.Arf- A 1 : 
ax, 


M 


Or, ce rapport comprend 3x“ qui est indépendant de A, et 
3x,A-|-A 4 qui devient aussi petit que l’on x'eut, si l’on peu.t 
disposer de A , et si x, est fini. • »• 

5. Dans les t^lculs qui' vont suivre nous représenterons 
par A une quantité de même espèce que x , mais arbitraire, ' • 
et que nous supposerons pouvoir devenir, ou pouvoir être 
prise plus petite que toute grandeur donnée ; c’est ce qu’on 
nomme un infiniment petit. Ainsi , nous appelons infniment 
petite une quantité arbitraire à laquelle on peut faire prendre 
des valeurs aussi petites qu’on veut. Par suite une quantité 
invariable ou susceptible de ne recevoir qu’un nombre déter- 
miné de valeurs , ne saurait, quelque petites que soient ces 
valeurs , être regardée rigoureusement comme un infiniment 

* * . a y 

qtetit. Par exemple, dans la valeur — = 3x’-|- 3Ax, -f- A*, 

k , 
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3te f +Jt a ’*«»t infiniment petit, et 3** est fini si x t Test : car 
on nomme finie une quantité qui n’est ni infiniment petite , 

ni infinie.'— né diffère donç de 3x’ que d’un infiniment 

àx\ ^ v • y . . _ - • . . h, * i. 

petit; et c’est ça^qu 'on exprime encore en disant que 3a:’ est la 

<fmiVdé Æ'v'-' •. ; 

■ /v'/**' f A& • 

6. La propriété du rapport des différences — d avoir une ,> 

hinité finie’; ou ce qui revient au même , de se décomposer en 
deux pat&si l’uné finie, l’autre infiniment petite , va être 
vérifiéé’daW le? chapitres suivans. Ici on dira encore que la 

* • '* » ' 1 » , .y ' , * 

partit "finie de se nomme la dérivée de y ; on la désigne 

varf'lx); si En la regardant comme la limite de 

r * dr, . j ‘ 

-^- ., .on Jà représente aussi par -jj, notation' fort commode, 


&X 1 t t **./»•♦ J 

comipe Ou îe verra-. Aiqsi pour jrz=zx } , oira j— = 3a:*. Ici 

il né faut voir dans dr. et dx, que deux indéterminées dont le 
rapport est = 3a:’. Cependant nous supposerons ordinaire- 
ment, et à moins d’avis contraire , que da:, est identique. 

avec h. . »«*/.' • . 

dr*' 1 

De la relation — 3.r’ on tire dr, = 3a:’ da:, ; or , cette 
dx, . . 

quantité est la première partie de la différence 

f-r,=(x,+A) ! '-x*=(x 1 -|-d*,) , -^f=3a:;d^.+3a:,dx*+da:î. 

jj. Ce qu’on vientde dire sur 3x*dx, ou sur dj’,=/'(x l ) dx, est 
général, comme on va le voir, et la quantité dr. a reçu en con- 


• ' • 


hj. 

dx, 


séquence le nom de différentielle, et la dérivée i /’ , (x,)= 

.a été nommée aussi coefficient différentiel. 

Le but du calcul différentiel est la recherche des coefficiens 
différentiels et l’application qu’on peut èn faire à quelques 
questions de Géométrie et d’Analyse'. 
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CHAPITRE II* 

. ' • * Ni 

• • • .. î ' '«**.- 

* *•.••". 6 ». t - ’ 

Coefficiens différentiels et Différentielles des Jonctions . . 

explicites dune variable (*), 


8. Mous nous occuperons d’abord des fonctions simples 


• * 

* f 

O 


Af", x n , a n , sin x, cosx , a x , logo:. 

» • Pour trouver le coefficient différentiel d’une deces fonctions, . 

il faut, conformément à ce qui a été dit dans le chapitre pré- 
cédent , donner à x une valeur numérique x, , puis une se- 
conde valeur x, 4- h ou x, -+- dx, , prendre la différence des ‘ 
valeurs de la fonction , c'ést-à-dire/(x, -{- h ) — /(x,), puis le 

/* f j. J^\ _ / £ \ 

rapport = ! ^ — , et la partie indépendante 


ax, 


dr, 


de h sera z=s ~-. Pour simplifier l’écriture , nous supprimons 

les indices de x et jr, et nous aurons ainsi dès résultats appli-' 
cables à une valeur quelconque donnée de x. 

g. i°. jr = x m , m étant entier et positif et x fini, ' 

Y = (x + h) m , 

Y — r Ar (x4-^) m — x* 1 mCm- 1 ) * 

i. —jL— \ -mx““‘+ — *_k. 


X — x Ax 
donc 


-x m-; À-p-. . . +h m ~> ; 


dr ® 

= mx""' et dr = mx"-' dx, . 
dx 


Dans ce chapitre , «, / 3 , y, «, désignent des infiniment petits. 
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4 - *v JT 5 .> A - # - 1 

car la partie — ~ x m ~*h , composée d’un 

• 2 >. f 

nombre déterminé d’infiniment petits , est infiniment petite, 
si x n’eet pas infini. • *' i . . • * „ . 


„ = ,, ar X" —i“ 

2°. J" =T n ; d OU — = -= 

- AX ■ X — X 


À * «ai 


Posons X* = Z , x“== z. Il s’ensuit que , à mesure que X se 
rapproche de x, Z se rapprochera de s. Ces hypothèses don- 

' „■ ■ * 

m m 

nént d’ailleurs X = Z", x=z n , X* == Z”, x" = z 1 " ; donc 

. ’ . « i ' • 

a^ - Z" 1 — z“ Z m - — z m Z" ■*— z* ' • 

ax Z" — z" Z — z ' Z — z ’ 


. Z“ — z” 

Mais -s a pour limite mz m ~ l \ donc ou peut poser 


% 


Z — ; 


et de même 


donc encore 


Z" — z m 

- T _ T = m z"- + «, 
Z" i 


= n*" -1 + fi, 


. a — — &z°>- h 

’ — s= (mz"-'+«) :(nz“-‘4- /8) = — . z’ n ~~ a -f — . . 

ax ” nz 1 * -1 + fi . 

1 • # / 

* Or, le second terme a pour numérateur une quantité qui 
est' infiniment petite , si z" 1- " n’est pas oo, tandis que de dé- 
nominateur ne l’est pas , si z" -1 n’est pas nul ; donc 


^=- z” 
dx /t 


, . m — • . , m 1 , 

l_ " = — X n ' et dr — — x“ dx. 
n J n 


ar X m — x~ m / i i \ ’ 

,ir — x Âï~ x-x -(x"“W :(X_ *' 


X m — a 


X — x 


X 


x m X” 

:9 
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Or, m étant positif, entier ou fractionnaire , on a prouve que 

X m — x" 


X — x 


D’ailleurs , 


r=mx m ~' + *. 


x 1 "— X' 


x m X’ n x‘ m x a,n X m ' 


x m X 1 ” * 

Or , cette dernière partie - — - , si x n’est pas nul , ôst 

OC A 

infiniment petite, vu que x m — X m l’est. Donc 


x“X m x“ + 


et enfin 


^ = ( — mx m ~' — ■ -f- s= — mx m— * -+■ infini 

petit ; d’où 


infiniment 


A r _ 


dx 


== — mx -m- ‘ et dy = — mx ~‘ " —l dx (*). 


(*) dÊkcut démontrer généralement i°. qnc la limite d’un produit de deux 
factec^Wst égalera produit des limites de ces facteurs, si aucun de ces 
mêmes facteurs n’a pour limite. l’inGni. 

En effet , soient les deux facteurs A •+■ », B /8, A et B étant finis , «, fi 
infiniment petit» , on a 1 » 

( A -|* et) (B “h fi) — AB -fr A fi -f- «B -f- at/8. 

Or, A, B, étant finis, A/8, «B, afi sont infiniment petits ; donc ce produit 
a pour limite AB. 

Si A ou B était infini , on ne pourrait plus assurer que A/S, «B sont infi- 
niment petits. 

On étendra cette propriété an produit de tant de lacleurs qu’on veut. 

A -f- et ». 

a». Qu* la ii&itc d’un rapport où A et B sont finis , «et fi infini- 

* A * . 

ment petits, et B différent de o, est égale il g, rapport des limite», de 

*. - 


V 


v 
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Donc , quel que soit m , si jr = x", on a 


il »* 


dy 

- 4 - =5 mx m ~' et dy = mx m ~' dx. 
dx 


10. 4°. jr = sin x. 


Or , 


hjr sin(x -+- h) — sin x 
ax ~~ ' 

sin(a b) — sin(a — b) s=r 2C0S a siu b. 


Posant a-\-b=x-\-h, a — b=x, d’où a=x-\-\h, b~\h, 

il vient 

•/** 

4 • . 

sin(x -f* A) — sinx = asin^ h cos(x -f- -j/t); 

donc 

AT sinÿ h . , 

TZ ~ TT" cos <* + ?*)• 

Or , on démontré en Trigonométrie que a pour li- 

â AI 

«uite i , de sorte que l’on peut écrire • 

' • * , sin 7 h 

* — - = 1 — U. 


* V 


m 

De plus , il est évident que si deux arcs diffèrent tre^^eu , 
il en est de même des cosinus , dont la différence est, dans ce 
cas , moindre que celle des arcs ; ce qu’une figure montre 


«leux termes , car on a 


A + a A Ba— A/8 


B -+-/3 ~ B B(B"+/3)' 

Or , si B et A ne sont pa6 infinis , si de plus B n’est- pas nul, le 

dernier terme ^ est infiniment petit : donc la limite est Û-. 

+ /3j . « i b 

On voit que si B était o, le dernier terme pourrait cire x> . Il pourrait en 

être de même si A ou B était infini. 

‘ • . t 
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fort simplement. Donc, h étant infiniment petit, on a 

cos ( x -{- j A ) = cos x -f- fi. 

* f. 

Ainsi — est le produit de deux facteurs qui ont pour li- 
mites, l’un cos x , l’autre 1 ; donc, en vertu de la note 

f AV' 

précédente, ^ a pour limite 1 X cos x ; donc 

«1 

dr » , 1 * 

— = cosx et dr = cos a: . dx. 
dx J . 

<• 

5°. y — cos a:; d’où 

• \y cos (x -f- A) — cos x • 

AX h 

0r > « 

cos (a -f- b) — cos (a — b ) = — 2 sin a sin b ; ' 

donc 

Ar sin £ h ....... 

— nr -«“ (*.+**)• 


# 

* 


Raisonnant comme pour sin x , on a 
djr 


dx 


= — sinx, <iy ~ — sinxdx. 


n.Resteâ don 11er les différentielles de,^=logx et d ey=a r . 
Mais la détermination de ces deux différentielles ne peut être 
donnée, d’après la marche que l’on se propose de suivre ici, 
que plus loin {voyez le n° 28; page 38). Cependant, on le*, 
indiquera ici , pour compléter les fonctions simples. 

Si l’on nomme e un certain- nombre incommensurable , 
compris entre 2 et 3, et dont la valeur calculée jusqu’au 
8* ordre déaimai est •* 

6 = 2,78281828; 

si, de plus, ou prend ee nombre pour base d’un système d« 


* 
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logarithmes (que l'on nomme logarithmes népériens , du nom 
de l’inventeur des logarithmes , qui a "d’abord employé cette 
base ) que nous désignerons par la caractéristique / , le coef- 
ficient différentiel de 


• 

est 

y — a* 

* 

• ' , 

d £= aXlai 

• ’ » 

<Toù 



> 

dj- = a?. la. dx. 

* * 


Le coefficient différentiel de 



J — Lx, 

le logarithme étant pris dans une base a , est 

* 4r 1 

dx xla r ' 

de sorte qué , pour y = e x , on a • 
et po»r i x = /x , on a 


dx — ’ 


dy _ i - 
9 dx x’ 

D’ailleurs la=z~, puisque si z est le logarithme de a 

dans la base e . on a 

•” * , ' 

o = e* : • 

Ÿ - 7 

d’où prenant les logarithmes dans la base a départ et d’autre, 



i = zhe et 

i 

* ~Ue 

* 4k 

or 

Z =’ 

la i 




d’psù 

> 

la = 

i 

Le" 
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Donc on peut e’crire 

d.Lx 


d.a* . a x 

— i — = a* .la — et 

dx ‘ Le 


i Le 

dx xla x * 


d’où 


Y =/(X)+ a , 
AT _/(X) -f(x) 


’ ax — X — x ’ 

comme si a n’existait pas ; puis 

* • 

* 4 7 


dx 


= y». 


2% Soit,/ == a/(x) d’où Y = a/(X), puis 
~ = a ■ — '^ X> ' e 1 (*) ! a s’est conservé 


♦ 

t 


12 . On fera maintenant remarquer i°. que toute quantité 
indépendante de x, ajoutée à f(x) , disparait paj la différen- 
tiation ; 2 °. que tout facteur indépendant dex, multipliant 
/(x), se conserve dans la différentiation ; 3°. que pour diffé- 
rentier une somme , il suffit d’ea différentier toutes les 
parties. .• 

En effet , i°. tüjrx=J{x) + a, on a 


X — 


3°. Si jr =/(x) ,4*/,(x) +Mx) c’est que 

'*■ . • 

. . - y ==/(X) +/(X) +/.(X) ; 

d’où* , ( 'V) * 


AX “ • <X r '— XÎ X — X 

r ■ - * « 

pais ; ■Vv'-L-* 

% =f(*) +>.(*) + / .(x) + etc. 


* 

*• 
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ty=f{x)àx+y’ ,(x)dx-4-etc.=d ../(x)-f-d ./(x) -fd _/.(j ?)+etc. 

** , 9 3 • 

Exemple. Soit jr z=. ax” -f- ba r"* - ' -+- cx m ~‘. . . -J- k x + l, 

on aura. * > 

* ” / * ' ' ' . é 

Jÿ 0 , * 

~ == max m ~ l + (m — i) bâ (m— »a)cx m_3 -+- etc. -+■ 


et 


dj"= max m ~‘dx -4 -\m — i)ùx m — a dx-f- . . . + kdx. 


i3. Lorsqu’une fonction est le produit de plusieurs autres 
fonctions qu’on sait différentier , on saura aussi différentier la 
première; J '” ■ . 

Car, soit j= f{x) xf t (x)'=uv pour abréger; si fon 
remplace x par X = x -f- h , je suppose que « et i» deviennent, 
conformément aux notations adoptées , u-+-au, l'-f-ài», 

donc 

' ■* ■ 

AJ' = (u + Au)(t» -f- Al») = Ml» + l »AU -f* «Ai» +• A«At» i 

. ' ' - ' P 

. * * ■ # „ 
et, puisque ’ jrzxzuv, on a » ' 

A y = «»Au + uai» -f- AU Ai» , 


pujs 


«. • 


AT AU , Al» . AU , Al» 

— ~ V 1* ' U — ■ -| -i. AJC-fi ; 

' A* AX AX AX ’ AX -t 

or, . • ‘ ' , '■ j*ï 

Au 'du', av dt» . „ 

Tx z= Tx + '' Tx-Tx* 1 *’ 

>^V* ’ '•!)& 

donc, 'substituant , et remarquant que Ax est infiniment petit, 

on a ‘ v 4'»» 


d’où 


ax dx dx 

dr du . d*»., ; > ’ 

4 = t»-: b " i r'* ( rt ) ' 

dx dx 1 dx ■ ' 

l 1 • 


• * 44 . , 

v^. t-" f 
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Cette équation peut être miser sous la forme 

dy = viu -f" «dv. . 

Si v était lui-même le produit de deux fonctions r et s, ou 
aurait ’ ' ' 

v = rs, dv — rd# + sdr; 

d’où y = urs et dy = rsdu 4" u (rds -}-rdr) - 

= rrdii -f- unir -f- «.cdr. ; . 

On montrerait généralement que la différentielle d’un pro- 
duit de m facteurs est égale à la somme des m quantité» que 
l’on obtient en multipliant la différentielle d’un facteur par 
le produit des m — i autres facteurs. 

Du reste , 'lorsque y = urs , la valeur de iy donne 


d.,y à. urs du dr , dr 

urs urs u s ' r 


(à) 


On a de même 

cl .rsu. . ’tv __ Ar ^ df - dt>* 

ce que l’on pourrait prouver en supposant la proposition dé- 
montrée pour m facteurs , et faisant voir qu’elle a lieu pour 
m -J- i. 

Exemples . i°. y =x x m (a -f- bx?) , 
on pose " • V 

u — x m , v a 4- bxP, jrxzzuv, (formule a) 


d’où 

mais 


donc, 


d \jr = udv 4- v d u A 
du ~ mx m ~‘dx t do = bpxP~'Ax \ 

» ' ,• N . 

dy = [mx m ~'(a 4* bx?) 4“ bpx m+ P^']dx. 
y = sin x . cos x . Lar , log dans • la base a. 


* i 
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On aura; par la formule , 

d . uvr d« de dr 

uvr u v r ’ 


(A) 


4 r 


d . sin x d . cos x ^ d . Lx 


sijax.cosx.Lx sin x ' cosx 
<cosx «in x 


Lx 


d’où 


/cosx 
\sin x 


sinx cosx ' x.Lx 


j X . la)^ X 


( _■- v „ » . sina:cos.r\ - * 

COS a X. Lx — SIU* X.IjX rjaXm 

* * ' v 

3°, y=à?.Lx, df=<r r d.Lx+Lxd.« x ; (formulée); 


mais 


donc 


' * ' dx 

d.Lx = — r- et d.a x = o*./a.dx ; 
xla 

» 

* ■ « 

( ]j = d . (a x . Lx) = + a x la . Lx^dx. 


14. Considérons encore y == -r, u cl v étant des fonctions 
de x , on aura 

u + Au 
v -f- Av’ 


vau — «Av 

V * -f- l'AV ’ 

. ' r 

AV 

- « 

AX 



X + AT =* - 

d’où 

U AU U 

^ V W V 

ipuis 

AU 


Ay ‘AX 


v a -f- vAv 


* <. 


Or, dans la note du n° 9 , on a démontré que la limite d’un 
quotient est égale au quotient des limites. Ce quotient des 
du . dv , . 


limites est ici 


v t « T - 

dx dx 

v’ ’ 
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iS 


donc , ~~ = 


i/ — 

dx 

dx 


i 

dx , vàu — «dt» 
et dr = — . 


Donc , pour différentier une fraction , il faut multiplier le 
dénominateur v par la différentielle du numérateur ; de ce 
produit vàu , retrancher «d^ , c’est-à-dire le numérateur mul- 
tiplié par la différentielle du dénominateur, et diviser celte 
différence vàu — udt> par le carré du dénominateur. 

Exemples. i°. y = tang ^‘ n x ^ 

COS 00 

ày = cos - sin x — sin xd . cosx cos’xdx-f- sin*xdx 

• COS a 3T COS a X * 


OU 


do: 


f lr = —rz = d.tangx. ( Voy . n° 10 .) 


. cos x 
2 °. y = cot x =— — -, 
sinx 

, . sin xd . cos x — cosxd . sin x — dx 

i\y _ —— sa d.cot x. 


sin’ x 


sin X 


3°. y — 


ax m 


• ex? 


(M-cx^)d . ax m —ax m à. (6 -f- c±P) 

J {b+cxPy 


(b -j- cxP)max m ~' — apcx m "*~P~ l 


{b j- ci 


( [b -f- cx?y 


dx. 


er • 

4°- Le logarithme est pris dans la base e , et par 

suite le œ r. 


ày — 


Ix.d.e * — e x d.lx 


e*lx — ~ 
x 


.dx. 


5°. y = 


.<**)• ~ (Zr)’ 

tang xd ■ e J — e*d ■ tan g x 


y ~ ______ 

tangx’ v tang'x 

ftangx— i — \ 

x \ cos' x/ , __ e* (cos x sin x — i) 


tang* x 


sin’ x 


dx. 
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i5. Enfin , én ajoutant à ce qui pre'cède, le the'orème des 
fonctions de fonctions, on saura différencier une fonction 
quelconque d’une seule variable ; voici en quoi consiste ce 
théorème. 

On. a les deux équations z = f{ÿ), J = F(x), d’où par 
élimination, on déduit z = /(Fx) = <p (x). 

Si l’on donne à x une valeur déterminée , y et z prennent 
des valeurs ; et dès lors on peut chercher 


= x; = F '(*) et ( ~ =?(*)■ 


d z 




dx 


dx 


Or le théorème des fonctions de fonctions démontre que 
(«) $>' (x) = f' (y) X F' (x) , 

ou - 

4r 


. dz dz 

(b) — = — X -p. 

v ' dx Ay dx 


Cette seconde équation n’est pas plus une identité algébri- 
que que la première : car toutes deux ont une seule et même 
signification. Pour sentir que l’équation (b) n’est pas une simple 
identité algébrique , il faut considérer que d’après les con- 
ventions établies aux n 0 ’ 7 et suivans, une expression telle que 

— ne représente pas simplement le résultat d’une division , 
! dx . . 

mais bien une série d’opérations faites sur une fonction de x, 
. fonction désignée par z ; <p' (x) représente les mânes opérations. 
Nous allons donc prouver que l’équation (b) est vraie, quand 
même les Ay n’y auraient pas la même valeur. Rien n’empê- 
che de supposer , il est vrai , que les deux Ay ne soient iden- 
tiques ; mais tant qu’il n’est pas prouvé que dz (z étant fonc- 
tion de y) divisé par dx est égal au coefficient différentiel 
de z regardé comme fonction de x , le premier membre de ( b ) 

prend seulement la forme dz X 

On a identiquement , 

*, a z m if 

a x *" y 1 âx' * 


Digitized by. Google 


d’aITALYSE INTINlTéslMALË. 


, Jt f 

Dans le second membre, si Ax diminue, — a pour limite 

by 

> ~ x a pour ^ ; doue (note du n° 9 >, 

• t " 

d z dz dy 

dx dy dx ’ 

1 ' ' . » * 

ce qui est l’équation ( b ) ; donc aussi , 

«p'(x) = f'{y) X F'(x). . > 

» » r *• ' 

On prouve de même que si z—f{y), yz=f,(x), x=/»„ 
« =/3(0 . . . ... on aura 

dz dz dr dx du 

tt 5=0 T" -X r~ X i~ X rr » etc. 
df dj- dx du dt 


*7 


Exemples. i°. 
» 

> posez 
d’où 


puis 


z = (a -f- Æx m )P ; 
y = « + '&*'"» 2 =^ ? » 

dz == pjp~' .àjr et dj- = mdx m_, dx, 


dz dz dr » , . 

di~d^ • dï = pmbjf-'x’*-' = pmb{a + far-)*” W*. 


.<* 


2°. 

posez 

d’où 

puis 


et 


z = l sin (a bx m ) ; 

y = sin (a -f- ùx'") , u = a -j- bx n , 
z = /.j, = sin u, u = a + ùx m , 


dz 1 dj” du , 

t- = - , t- = cos u, T- = mbx n - , t 
dy y du dx * 


dz 1 i m . , , i mbx m ~ ' 

-r — = -.cosu . ml>x m ~ ' = cos ( a-(- 6x m ) » — ; . 

dx y . ' sin (a -f ùx") 


Digitized by Google 


t€ - * TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE m 

On peut aussi'différentier de la manière suivante : . 

dz = d. [/.sin (a -f- bx m )] = + bx ) ( en vertu j e j a 

• J sin(u-J-dx m ) 

formule d.lx = «jf ^ c0 ^(^ + d (g +,^_) (envertude 

x / sin (a + bx m ) 

la formule d . sin x == cos . dx) = cot {a -f- bx m ) . rn&x" -, dx. 
Cette dernière manière , qui est la plus commode , se déduit 

aussi du théorème démontré: car l’équation ^ 

• T dx d y dx 

peut se méitre sous la forme 

dz djr . 
dz = — . j— ..dx, 

qT" dx *■ 

qui signifie que dz est égal au coefficient différentiel de z pris 
en traitant^ comme variable indépendante , multiplié par 

dr ~ • 

dx , qui est la différentielle de j regardé commé fonctipn 
dx 

• 

de r; ", > 

3 ° 
posez 


sin*frt + cosc») 


t = cos x , u — a -|- v k = sin u, w = e, 
et enfin, 


, on a . 

dz «• dw , dt» du dt 

— = e , — z=Aî>* *, — r= COS II , ~—pt? , — =SinX; 

Aw dt» ’ du ’ Ai r Ar ’ 


At 


dx' 


donc » 




T" dz dz dw dy du w . 

— = - — . — — , — . = e .kv k ' .cosu. sin x 

dx d«' d^ du at 

— In ^ 4ln ‘( a ■+■ cosrx ) gj n * '( a ^_cosEx).cos(a 4 ‘C 08 fx)cosf .sinx. 


= kp.e 

4 * 


z = {/[sin(a+èx")E]J». 


'A 
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On pose 

tz=a-\-bx m , u=i?, u — sin u , w = Iv, d’où zsts \vi , 
puis 

d z div i de d« „ At ‘ 

— qwi ~' , — -T- — COSU, — =pi>‘—‘ — ■= mbx n ~' , 

2 de e’ du ’ d/ r dx ’ 


dtv 

et 


di = ' S hTè a + &* m )P — > j--’. 

5°. z — a* z ; posant b x =y, on a z — a* - t 
d’où 

àz= a.y.<\jr la, Ay — b z .Ax.lb et dz — ar . b x la.lb.Ax 
= a jX . b x la . Ib . dx. 

6 °. y = u\ u et e étant des fonctions de x ; prenant les 
logarithmes népériens, on a 


on aura 


et 


donc, 


ly = e/u , que je suppose égal à z ; 


i dy 

dz = — 

X 


ed u 


dz = e.d lu -f- ludv s= -J- luAv : 

u 


Ay z=y(v^ -f- lu. de^ = u v ^e^ + ludÿ ; 

si e=u=x, on a dy= x*dx (t -f - Ix). 

\ 

16 . Voici encore quelques exemples sur différentes règles , 
y =. x 3 (a* -f - bx -{- ex') \/ a' — ex * , . (n° j3 \ 

dj-=tl ■x’' (a 2 -+- bx -fcx’) \/ a'"— cx'-f-x' {/a* — cx'à^a' -x bx+cx'), 


-(- x 1 (a 2 -{-bx 4- ex‘)A .{/a 2 — ex 2 • 


a.. 
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B® 

°r, 

d.x 3 =j 3x’dx 

d.(a' + bx + car 2 ) = bdx -f icxdx = (b % 2 cx)dx , 


d . \/ a'—cx'^à . (a 1 — ex 1 ) 

— i (d 1 — ex* )" * d. (a 1 — ex*) ( d’après n° 1 5) , 

ainsi 

d . [/ à^cx^=- -ï («*T ex 1 )" ï . 2cxdx = — cx(a* — ex")" 1 dx 
cxdx 


y 1 a» — cx‘ 

donc 

dj — dx Q 3x a (a + Ax + ex*) -+- {bx i -j- 2 exO } V/ a“— ex* 

cx~*(a'‘+6x -f- ex*)— j 
\/a“ — ex* J 

>’ ; 

Généralement , pour différentier les radicaux , on les rem- 
place par des exposans fractionnaires. Comme les radicaux 
du second degré se présentent. fréquemment , il est bon d’ob- 
server que si - 7 - = \/X, X étant fonction de x, on a 

jr = X* et d^ = ïX~*dX, 
dX 

ou dy = — = ; 

2 V/X . , 

c’est-à-dire que la différentielle d’un radical carré est égale à 
la différentielle de la quantité sous le radical , divisée par le 
double du radicttl. 

• Soit encore 

on mettra cela sous la forme 

_ A 

y = 1 a-rbx P (e* 




— x»)Vj m 
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ai 


d’où • ' • 

r~ k * . r~] s _ P _* r_ — I 

a—bx~ P+(c‘-x^ p‘ ‘.d. a~bx /'+(c*— x -)9 

±^a-bx~P+ (c*-x a )?J x r ~ ' - ^(c*— x*) Â I_ jd*- 

17. 11 faut encore traiter les fonctions circulaires inverses. 
i°. De x = sin y on tire y = arc (sin = x) : y est donc l’arc, 
et ordinairement le plus petit arc, dont le sinus est x. 

a°. De x — cos y, on tire de même y = arc (cos = x) . 

3 0> Dex = tangj", on tire encore y -arc(tang =x). 

4 ". Dex — cot^, on tire y =arc (cot = x). 

Pour différentier ces fonctions , on se fonde sur ce que 

, * 

4 r _ j_ 

dx dx' 

Sy v 

-y- étant la dérivée de jr regardée comme fonction de x y et 
dx ♦ 

t- celle de x regardée comme fonction de y. 

il T . 

Or, pour un même système de valeurs de x et y, on a 

évidemment 

AT _i_ 

' ‘ ax ax ’ 

ÿr 

et si ax se rapproche de o , il en est de même de et réci- 
proquement; mais alors — , où x est la fonction , a pour 

il- 
limité 7— ; donc ' ' 

« ‘l r 

ày _i_ 

dx dx’ 

4r : . 
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L’équation x = sinj- donne 


dx 


donc 


ux / ■ — /■ ■ 

—cos j— y i — sm*j — y i — x 4 ; 


dr 1 ... dx 

■"= ou d.arc(smx=x)= 


dx ÿ 1 — x' 
puis x — cos y donne 
< dx 

ir 


d’où 


i/r=^ 7 

= — sin y — — [/ 1 — x 1 , 

dr — 1 — dx 

dx y i — x 3 v y i — x 1 


De x = tangjr on déduit 

dx _ 

d’où 


djr COS 3 jr 


— i + tang’r;, 


dx 


dr i ; 

— — ; et d . arc (tang=x) = 

dx i 4- x* v 0 ' i + x* 

- f 

1 o , 

18. Enfin, si l’on remarque que ~ a toujours pour limite 
dr 

^ , de quelque manière que Aj et ax soient obtenus , on 

conclura que si y =xf(t) , x —f (t) , on conclura , dis-je , 
/Vf) „ dr dx dr , , 

/,(<) d/ dt dx’ 

à-dire que le rapport des différentielles de deux fonctions 
et x , détermine le coefficient différentiel de la première , 
y , regardée comme fonction de la seconde x. 


19. Il n’est pas hors de propos de jeter un coup d’œil sur 
les résultats de ce chapitre. Il a été prouvé que pour toute 
' espèce de fonction explicite d’une variable , telle que 4= f (r) 


a 
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si l’on prend une valeur x — x, , dans un intervalle oùj - est 

i njr, f(x,-\-h)—f(x,) , . 

continu , le rapport ^ — se décomposé en 

deux parties , .l’une indépendante de h , et généralement fonc- 
tion de x , , l’autre dépendante de h ; celle-ci , sauf certains 
cas particuliers prévus dans les démonstrations faites sur les 
différentes espèces de fonctions , est infiniment petite si h l’est. 
C'est sur les cas particuliers dont il vient d’ètre question 
que nous allons insister, afin de les faire ressortir, et de pré- 
venir de la part du lecteur une erreur relative à la trop grande 
extension qu’il pourrait donner aux propriétés établies. 

Remarquons que le rapport ^ étant décomposé dans ses 

deux parties 1 indiquées , et que nous nommerons ^ et » , 
c’est à-dire 

âx“dx^ ’ 

remarquons, dis-je, que si pour un système de valeurs 
données de x et de hx , le rapport — n’est pas infini , tandis 

\3C 

Jv , ' ^ 

que est infini , on ne peut plus dire que * est infiniment 

petit ; au contraire , » sera infini ; c’est ce qu’on a déjà ob- 
servé au n° 6. 

La fonction y — (x — a)' J en offre un exemple, car elle 
donne généralement •' , ;■ 


W ( ■r-bh — a)” — (a 

AX‘ h 

dr i — i 




i> - xi r (x — a- f- A)‘ — (x — û) a 3 — I A 

don « — ^x — a)* . L\ l i L J .. 

(x — a )* h 
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&X — i (]«• 

Or, pour .r=rfl, — se réduit à A , tandis que—- et « 

1 dx 

deviennent chacun 

o 

Si nous reprenons sous ce point de vue les fonctions trai- 
tées nous trouverons les propriétés suivantes s 

1 . , ** • 

i*. r — i— , 


=s=a^+...»— 1, 

Ax dx L. s J 


m étant entier et positif. Or, ici ^ ne devient infini pour 

aucune valeur finie de x : aussi a. est-il toujours infiniment 
petit avec h. 


- dr 

a*. y~x m , -f-==-x 
J ’ d x n 


m 1 av m 1 

, ^i=—.x n +« 

A Xi n 


. . , . m dr i , 

meme résultat , si — > i , sinon ^ et a sont- lorsque x= o etc. 
n dx o 

3°. y — x m , j^= — mx~ m ~' j ici ^ n’i 


dx 


n est oo Sjue si 


x= o, et alors y est discontinue. 

Jr 

4°. j - = sin x, n’est jamais infini. Donc « sera toujours 

infiniment petit avec h. Même résultat pour y = cos x. 

5°. Le logarithme et l’exponentielle ne devant être déter- 
minés qu’au n° a 4 , nous n’en parlerons ici que pour affirmer 
que la même vérification a lieu pour ses fonctions. On peut 
enfin la faire sur le produit , le quotient , etc. 

20 . Enfin il sera bon de faire voir que si « est infiniment 

petit , la décomposition — - — /'(x,)-}- « , n'est possible que 
&x t 
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d’une manière ; car si l’on avait d une seconde maniéré la 

même valeur de ^-=^(ar,) + ^, on aurait 
| 

v ■ « 

f\x,) — 9(x l ) = /i — ». 

Or, £ — cl est infiniment petit, tandis que f\x t )—<p{. x ù 
est fini. Cette équation est donc absurde , à moins que 
/'(*,) — Ç(*.) = o et 4 — « = o; d’où *(*,) =/'(*,) et 

C. Q. F. D. 
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CHAPITRE III. 


Différentielles et Coefficiens différentiels des divers 
ordres. — Théorème dè Taylor. 


21. Lorsqu’on a jr— f(x) , — est lui-inème une fonc- 
tion de x, que nous représentons par f'{x). On représen- 

(S .. v • 

tera de même par d . — ; — le coefficient différentiel de 
r dx 

= f{x) ,, ou par f’[x). Mais d. peut prendre deux 

formes , -selon qu’on suppose que dans l’opération qui sert 
à former f"(x) , àx change ou ne change pas , lorsque x se 
chanjge en x + h , c’est-à-dire selon qu’on suppose que dx .. 
est une fonction de i'ou non. Si l’on suppose, comme nous 

le ferons ici , que dx ne varie pas avec x, alors 

et si l’on représente d . dj - par d’j - , on a 


. /4r\ _ d\r 

\dx/ — dx ’ 


puis 


donc 


dx 


d J y 

dP 1 


g =•''<*>? 
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^ . (jy j • a 

et cette fonction se déduit de -p = f\x ) , par les mêmes 

règles qui font de'river cette dernière d e/=/(r). 
d 1 Y 

C’est ou f"\x) qu’on nomme le coefficient différentiel 

du second ordre de jr> et (Vy — f"(x).àx % est dite la diffé- 
rentielle du seeond ordre» 

On voit que pour la trouver il faut i°. différentier f(x) , 

ce qui donnera f'{x) ; 2 0 . différentier f ( x ) , ce qui donne 

f" (x) , que l’on multiplie par dx 1 . 

A ^ 

On a de même = f m (x) pour le coefficient différentiel 

du 3* ordre, et d^ = /"(x). dx 3 , différentielle 3* , etc. , etc., 
d*r 

jp; = f"(x ) et d n y ■=■ f*(x). dx* pour le coefficient diffé- 
rentiel et ,1a différentielle de l’ordre n. 

Du reste , de même que pour trouver f\x) on a supposé 
une valeur de x prise dans un intervalle où f (x) est con- 
tinu , de même il faudra supposer que la valeur de x soit 
prise dans un intervalle où f'{x) est continu , pour en de'- 
duire f"(x ), et ainsi de suite. 

On peut encore partir de la relation ôy = f {x ) . dx pour 
arriver au second coefficient différentiel. On aura évidem- 
ment 

d . (dr) = d. [/'(*) d*]. 

Or, si l’on suppose que l’arbitraire dx ne change pas lorsque 
x se change en x -f- h , on a 

d . [/'(x) . dx] = dx . d[/'(x)] ; 
mais la différentielle de f'(x) est f(x) » dx; donc 

d . djr= /"(x) . dx’ , 

/ . 

.*•» / - ■* 

Vy = f\*) • dx 1 , 

dir _ 


ou 


puis 




/"(X). 
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Exemples, i". y = x m = /(x), , > 

dy~ mx m ~ ’dx, 




(J a y 

f’(x) = — = m(m — i)x m ^*, dy = m(m — i)x" _ ’ilx I , 

( J3 r 

/"(*) == 5^j =m ( m — OC" 1 — 2)* m ~ 3 » - . ' 


d 3 y — m(m — i)(m — 2)x“ — Sdx- 3 , 

/•(*) = = m{m— i). . . . . (m — n + i)x m —, 

dy — m(m — i). . ,(m — n -f- i)x m— “da*. 

dy 

dx" 

log é est i , puisque e est la base des logarithmes l. 

dy 

cosx, = — stnx, 


a*, y = e* *2- - c * _ - _ _ _ 

‘ r ’ dx ’ d^~ e •'••dF - 


car 


3°. y=sinx, 

dx 


dV d 4 r . . 

g-j =— cosx = ■+• sm x , etc. , etc. , 

et dy = -f- cos xdx, dy = — sin xdx 1 , 

dy = — cos xdx 5 , dy= -f- sin xdx 4 . 

• k * . ' • 

' Théorème de Taylor. 

22. Au moyen des notations précédentes, f{x-\- h) peut se 

développer suivant les puissances croissantes de h. A cet effet, 

, Y — r /(X)— /(x) 

remarquons que le rapport == — — = ■ , X - - est une 

fonction de X et de x , que nous désignerons par P, de sorte 
que Y — y= P(X — x) ; de là 

, = Y — P(X — * ). * (.) 

1 v / 

P v • 

Cette éqilation ayant lieu pour une infinité de valeurs de x, 
on peut y remplacer x par x -J- h', auquel le cas ni Y,' ni X, ne 
changent; soient Y' et P' ce que deviennent par celte substitu- 
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tion y et P, on aura 

. Y' = Y — P'(X — x — h') } 

retranchant l’équation (l) 

Y' — y - (P — F)(X - x) + P'h'; 

• Y ' — r P — F 

-v Z = - S r-(X--*) + P'. 


2 9 


puis 


Or , si l’on suppose que h se rapproche de o , les rapports 

T-y \y P'_P A P . . , JJS . 

— rr~ ou — et — r , — ou — se rapprochent indéfiniment de 
n Ax n ax 

dj- dP , 

, et P se rapproche de P ; donc 


’£ c — ~ 3^ (X — *) + p + infiniment petit ; donc 

Ë = -E< x -*> + p - « 

(Jy * 

Cette valeur de -j- aurait pu se déduire immédiatement de 

la valeur de y fournie par l’équation (1) : car, comme on l’a 
déjà dit, cette équation donnant une valeur générale de y, 

(jy ... . - ' 

— est égal au coefficient différentiel du second membre; or, 

ni Y ni X ne changent avec x; donc le coefficient différen- 
tiel du second membre se réduit à celui de — P(X — x), qui 
se différentie d’après le n° 1 3 , et donne 


dP 


i: 


-[£*- 


x ) + 


Pd(X — x) 


dx 


mais 




donc on a 


d(X — x) — dx 

dx dx ~ 1 ’ 

VTT *i 

l = -E (X -^ + p <*) 
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De cette équation on de'duit de même, par des différentia- 
tions successives , 

,,, dy _ _ epp 2 dP 

(3 ^ dx*~ dx* ^ J- ’ 


(4) 


dx 

3d*P 


d*T _ tl S P , Y . , — * 

dx 3 dx 3 ■ z ) + > 


et généralement , si l’on suppose 

, . ày d"P , v ■ d* _, P 

(n) • • • ^ = ”dF» (X “*> + n cte"-’ 

on déduira par différentiation 


d" + ^- 

dx " 4-1 


d" +,p , Y ... . . d"P 

■— -(X-x) + (.n+ . 


Toutes ces équations sont donc vraies. 

Reprenons-les toutes sous la forme suivante i 

Lal ’ Y =J + P(X— X) ; 

la a' , multipliée par X — x , 

P(X_^=g(X -*) + §»-«)•, 

la 3% par • 

dP^ _ à' J (X-*)* , d*P (X— x ) 3 
dx X > — Ar* •> - rir> 


. . dx ! 


„ (X-x ) 3 

la 4 % par — 3 —. 


d*P (X— x) 3 _d 3 jr (X— X) 3 d 3 P (X— x)> 

dx* 2 dx* 2.3 dx 1 2.3 ’ 

(X-x)" 

1 . 2 . . .(n— i).n* * ’’ 

d"-’P (X — x)» _ dy (X— x)“ , d«P (X — x)* 4 -' 
dx»~^ t. 2 ....(n — 1 ) dx" 1 . 2 ... n ' dx* ‘ t . 2 . 3 . . .n ‘ 


A 

la n ,im ’ , 'par 
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Ajoutant membre à membre et simplifiant , pn a 

(X— x)Wjr . (X- x)" d a jr (X— x) a+ ‘ cl" P 

a~3 dx 5 2.3./i.'dx" 1.2 . . .n *dx 4 ‘ 


Si l’on suppose X — x = h ou X = x -f- A , on aura pour 

, ( (|y fj n y" 

toute valeur de x prise dans un intervalle où r, ... — 

dx dx“ 

sont continus, et pour toute valeur de A, finie ou infiniment 
petite 

àjr + d*j- 
2 


Y = r + A."<-+ — . --i 
J dx 2 dx’ 


A’ A'j 


, •• -x . , -> d»jr , h£\ d-P 

'2.-3*dx 3 i.2...n*dx“ 1 . 2 ...R dx* 


ou 


/(X + A) = /(x) + V» 

A 4 A" A" 4- ' 

Cette série peut se prolonger aussi loin qu’on veut. 

- . A* +l d*P 

2ô. Le reste z— - peut se mettre sous une autre 

1 . 2 . n dx" 1 

forme très commode. Cètte transformation repose sur le 
lenune suivant : 

Soit /(x) une fonction continue dont la dérivée f'{x) =. — 

* 0. dx , 

est continue de x = x 0 à x = x„, (x 0 <x„) ; si f\x) est toujours 

positif entre ces deux limites , le rapport ^ le sera 

x n — x 0 

aussi; ce même rapport est négatif si f'(x) l’est constam- 
ment de x c à x„. , . 

Fin effet, soient x, , x t , xj. . . x,_, des valeurs de x crois- 
santes et- comprises entre x 0 et x»; le nombre de ces valeurs 
sera déterminé par les conditions suivantes : 
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Soient y x , jf. , : . . , les valeurs de je correspon- 

dantes. Il est démorttré que l’on peut prendre — x 0 assez 


iZl — Z l diffère de ^ d’une quan- 
**•,—*„ «V 

tité infiniment petite (*) , de sorte que dans la relation 


petit pour que le rapport 


r.-y» = + „ 

x x — x 0 d x 0 

àj 0 


peut être supposé plus petit que , dont le signe 


sera 


Y t 

par conséquent celui de — — * 

De même dans les relations 

JTm— fi _4ri 
x % — x t àx t 

fs —jr* _ dr» 

• , ' x$ d 


+ 

"H 1 


j* — _4r»-i _j_ „ 

> — = . 1 > - 

• x n — ar„_, dx B _, 

on peut prendre les valeurs de x a , x %.. . assez resserrées pour 
que les infiniment petits #,,«.••• «a-t soient plus petits que 

les quantités finies correspondantes jj— • • • • ! de sorte 

, . . 4r. 4r. 

que tous ces rapports sont de meme signe que j—, • • • > 


Sj '12^- était mfipi, on ne pourrait plos assurer que *„ est pins 
petit que tonte grandeur donnée ( n» so) ; dès lors le letnme ne peut plu 

&re établi , qne cette circonstance se rencontre pour ■£- ou pour une autre 

• » J/ ‘ * •' < ■ ■ 

Ay ■ » 

valeur dt y* - entre x% et jt»». c • • * 
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Ces équations donnent 

r, - j o — ^ (*. — *.) + «»(*. — *c), 

y» —y, = (*« ~ x .) + «.(*» — *.)» 


J r n~~J r n—t ~7 — (X/i — X B _,)4 *n—i(XM~ m Xi,—i)' 

Q-*/i— i 

Or, dans chacune de ces équations, le i" membre est de 
même signe que le i" terme du second membre , puisque 
r, — x 0 , x, — x„ etc. , sont positifs ; si donc on ajoute ces 
équations membre à membre , on a 


Jn—J + + 




+ « 0 (a:, — x.) + «, (x, — x.) + . . . + (x„ — x„_.) ; 

et dans cette équation le signe du second membre est le même 
que celui de 

irri*,— 4>) + etc 4 — »-,)■ 

Si donc tousles coefficienS différentiels sont de même signe, 
comme (x, — x 0 ). . .(x„ — x,,_,)sont positifs, la somme sera de 
dr 

même signe que les x- ; donc j*, — jr a sera de ce signe , ainsi 


que 


Jn —y» 


C. Q. F. D. 


X n X 0 

Si de x 0 à x n , x allait en décroissant , et que neanmoins 
^ - fût de même signe dans tout cet intervalle — —“serait 

d X • Xfi—Xm 

encore de ce signe. 

a/{. Cela posé, pour déterminer d’abord deux limites entre 

3 


» . 

» 


4 
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d"P (X 

lesquelles ■=— ; - . ' soit compris , on fera 

Q«T 1 .2.. .71 


f>(*) = ( c — (X — *) n +‘ ; 


d’où 

d<p 


a- = ~ ~ ( " + ,)(X -"K C - ë) 

= (X- ï )(( n +.)^-^(X- ï )-C(M i)J 

Mais on a trouvé ( n° 22) 


donc 


S5*-i+*.+og, 


Actuellement le leinme précédent prouve que si ^ est 
constamment de même signe et continu de x à X , c’est 


que 


<p(X) — tp(x) 


». dtp 

— sera de ce signe; or, — sera continu 

A ““ X C|»T 


À - — : L l’est : de plus, 
d x n ‘ hl 


donc 

et 


( d"P\ 

C_ d^) (X "*)“ +, î 

e 

$(X) = o , vu que X — X — o ; 

'd-P 


<P(X) — <p(x) 
X 


Supposons, pour fixer les idées, que X — x soit positif, 
^ sera constamment positif, si C(/i -f- 1) est égal à l'a plus 

(1* 

d 1 *" 1 " 1 r 

petite de toutes les valeurs que prend de x à X ; 
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m 


soit m cette valeur minimum = C(n'-|- i) , d’oùC = - — - — , 

i i -f - n 

il s'ensuit que (a) sera positif pour cette valeur de C ; donc «°. 

d"P m 
dx" i -f- n ' 

f 

En second lieu, r— est constamment négatif entre x et X, 


si C( 7 t-f- i ) est égal à la plus grande valeur de -j— ^depuis 

M 


x à X ; soit M ce maximum', d’où C = 


n-f- 


à n+, J‘ 
dx" -1 "* 

; donc alors (a) 


est négatif, et puisque (X — x)* est positif, 2“. 

M 


d»P 

dx" 


n -h i 


Jup 

donc le ternie ; — - — - qui termine f(pc -f- A) est com- 


pris. entre - 


1.3... n dx* 
mh n+ ' 


et 


M A " +1 


, ou entre la plus 


.2. ..(«4-1) 1 .2. . .(« -f- 1) 

grande et la plus petite des valeurs que prend 

A * - * 1 rl“ 4l r A* +l 

y <'-')(x) , depuis x à X, 

a.2,.,(n-4- i}dx“ +l i.2 r . . (n-j- 1 / v 

ou depuis x à x -J- A. , 

d ***- , y 

Si, comme on l’a déjà supposé, j^rjpr — / c * 4 ” î (x) est con- 
tinu entre x et x -f- A, il existera entre x et x -f- A une valeur 
de x, que je nomme r -f- th, 9 étant >0 et 1 , telle que 

JV'+'Xx - 1 - fl A) sera égale à ( n -f- ; )• 

Car soit x' la valeur correspondante au minimum m de 
/(* + 0 (x) , x" celle qui répond au maximum M de la même 
quantité ; puisque x', x" sont compris entre x et x-f- A, que 
/ n+, (x) est continu entre x et x-f- A — X, il l’est aussi entre xf 

3 .. * 
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et x" ; donc depuis x et x" , yC" 4 ' 1 ) (x) passe par tous le* 

d*P 

degrés de grandeur, à partir de m jusqu’à M ; or, -j— ^ (;i 4- i) 

est compris entre m et M ; donc il y a entre x' et x", et par 
suite entre x et x-f- A, une valeur de x pour laquelle f t+ ‘ (a:) 
prend une valeur égale à (n+i) : cette valeur de x peut être 
représentée par x -f- th , 6 positif i ; donc 


(l*P 

dx‘ 


- (n + l) = /C"+0(x -f th) , 


et 




d”P 


A«+. 


1.2... (n+i) dx a i .2. . .(/i -J- i) 

et enfin 


r/C»-0 (x +th) i 


A‘ 


(«) f( x + h ) =A X ) + hf (x) 4- -/’(x) + etc. 


4 ~ 


h » 


1.2... n 


/*(x)4- 


h-+' 


i . 2 . (n + 1 ) 


J( n +'\x+6h). 


Si pour des valeurs données de x et de h, le terme 
yC"+0(x4“ th) décroît indéfiniment en valeur 


t.2.(n+ i) 

absolue lorsque n augmente ; et s’il peut devenir plus petit 
que toute grandeur donnée, on peut le négliger dans un 
calcul approximatif, et l’on a 

(b) /(x v h)-f(x)+hf(x)+~ ./'(.r)+.. A’\ x ) + etc. 


OU 


T-X + *ï + |.g+... + ^ : 


C’est la série due à Taylor : la détermination du reste 

h n+l 

( x ~h b h) est due à Lagrange. D’ailleurs, la 


i 2 ...(n 4 -i) J 


marche claire et élégante suivie depuis le commencement de 
^présent chapitre est à peu près Celle de M. Ampère. 
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25 . Remarquons d’ailleurs que pour passer dans le n° 22 

de la formule ( 3 ) à ( 4 ), il faut supposer continu aux 
environs de x ; de même le lenirne du n° 23 supposant que 
rp n’est pas infini entre x„ et x,_, , il faut que ci-dessus* 


d" + 'r 

et par suite ne soit pas infini , de sorte que pour pousser 

la série de Taylor jusqu’à ‘HatU que parmi f(jx), 
y'(x),y'(x), . . .^^{x ) , il n’y en ait aucune qui soit infinie 
et que f n+, (x) soit continue dexàx -f- h. 


26. Si dans la série ci-dessus on suppose que x est o , on a 


h » 

J\h) =/(o) 4 - hf (O) + -/"(o) + . . ; 

remplaçant h par x 

(c) /(x)=/(o)+x/(o)+^>(o)+...+^ ( ^— .yC^0(<x). 

Si le dernier terme décroît indéfiniment à mesure que n 
augmente, on a par approximation 


(d) J(x)=f(o)+x.f , (o)+ ^ _^L/ (0 ) + etc. 

2 2 . o.n 

1 t • 

C’est la série de Maclaurin ou plutôt de Stirling. 

Elle sert à développer une fonction de x suivant les puis- 
sances croissantes de cette variable ; ce qui est souvent utile 
pour le calcul approximatif, comme on le verra. 

27. Nous chercherons d’abord le développement de (x+/i)"’, 
au moyen de la formule (a) du n° 24. 

On fera à cet effet 

/(X) = X m —J ; 

d’où . > ; , - 

/■'(x) = iw”’’ 1 , 

f(x) — m(m — 1 }x’ 1_a etc. . . ,f"(x)=in(m — 1 ){ni — n -f- 1 Jz'" - ' 1 ; 
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PU ' S ' ( — \ 

(e) (x + -f m[m 2 +•.• 

m(m— Q n+0 . 

2 .3. . .n 


m(m — — n) 
2.3. . .7i(n-(-i) 


./i n+, (.r + 6A) m — —. 


Ici h peut être supposé fini , ou infiniment petit. 

Si le dernier terme décroît indéfiniment à mesure que n 
au g mente, la série est convergente et donne par approximation 

(x + h) m — x n -f mhx m ~ l 4- ~ -A‘x"- a 4- 

m(m— i)...(m-n4 i) 

‘ 2.3. ..n 

Or, cette formule est prouvée'ici pour une valeur quelconque 
de m, et forme ainsi le développement du binôme de 
Newton pour un exposant quelconque. 

Posons , pour abréger , 


m(m i) ... (m n 4- 0 — jj 
2.3. . . n 


et -faisons dans la formule (e) x=i , pour remplacer ensuite h 
par x , ce qui donne 

(f) (i4i)”=i4mi 4-^ x* 4- etc. 


4- Mx“ 4- M - X-+- ( 1 4-flx)"-"- • 

n 4* i 

28. Nous pouvons maintenant exposer la détermination des 
coefliciens différentiels de Lx et de a* (n° 00 ). 

Nous supposons d’abord la base a très près de 1 , puisque 
nous généraliserons, 

Soit donc^ = a*. 
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Pour prouver que - — j—— se décompose en une partie finie, 

plus une partie infiniment petite , on pose a = 1 + b, b étant 
positif ou négatif, mais très petit. 

Or , la formule ( f ) du n° 27 donne , en y remplaçant * 
par b, et m par h, 

(g) a*=(i+i) k =i 


1.2 ...\n + 


mais 


w ni2=i‘ 


h 

2 2 


h(h — \)(h — 2)(A — 3) , /'A’— 6A’-f- tl/l 

rj.4 v 2 -3. 4 y ’ 

/t(A — i)(A — 2 )...(A — n) I /Æ , *-|-Ai/i ,1 ~ 1 +A t fe ll ~’. ..-4*A a -|A 1 *4 . 

' a.3. . .(n+i) * = \ i.2.,3...(u+i) n+t/’ 

d’où 

^tzl-b — - +J — J+ etc - (* 4 -bb ) k — 1 
h 204 n +* 

AA* , A* — 3A 

. A 3 — etc * 

2 2.3 

A* -I- A ,/» 1 » -1 + A.^* + • ■ ■ A^,^ h.i(, + aw-«-, 

. + 2.3., .(«+') 

Ici b étant en valeur absolue < 1, et h infiniment petit, ces 
deux dernières lignes forment une quantité infiniment petite , 

qJ 1 ___ j 

et pour avoir la limite de — ^ — , il suffit de considérer 
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4 ° 

Or , si dans cette formule on suppose que n prenne des va- 
leurs croissantes , le dernier terme deviendra aussi petit qu’on 


veut ; donc la limite de 


coïncide avec celle de la série 


_ b b‘ b 3 b* (a — i) (a — 1)* (a — i) 3 

K £= 1 -= y + etc. ou - + - — 5 etc. ; 

1204 1 t 2 3 

donc 

K.«*. 

ax » 

Avant de passer à L(x), on va montrer ce que c’eSt que K. 

La formule (c) du n° 26 , donne en y faisant 

f(x) — a x , 

et remarquant que 

f(x)=Ka*, /'(*)= K., /'(x)=K*a*, f"(x) =K 3 a-, 


puis 


/"(*) = K*.a* ; 


/(o) = . , /'( o) = K, /»=K\.\ /■(«) = K», 


. , ,Kï, K’x* . KV 

«*=/(*)= % +—+—+—. 


K "#' 1 K* + 1 ar * 4 ' 1 î* 


2.3 r ...n r 2.3...(n4-t) 


faisons » = ==■ , il vient 

K 

6 

* , ■ r 

,- ^i"^2^"2.3"^2.3.4^" *"*" 2 . 3*4- • .n - ^"2.3...(n+x)’ 

t 

Or, quel que soit l’exposant g, comme le dénominateur... 
2. 3 ... (n 4-i) croît indéfiniment avec n, le dernier terme 

• I « 

finira par décroître indéfiniment , de sorte que est 
la limite de la série 


I 

«K . 


-2 4- - 4 - —5 4 - 


2 2.3 2 . 3*4 2 . 3 . 4*5 


+••••+ etc. , 
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dont la valeur est plus grande que 2 , et plus petite que 

i 




J f-etc....= 2 -H = 3 , 

2 2.2 2 . 2.2 2 . 2 . 2. 2 I 

2 


appelant e cette limite , on a 


K IA 

a = e ou a == e ; 

» 

donc , K est le log arithmétique de a dans la base e ; 

d CL^ _ / 

donc , enfin , — = a* . la — =— , L se rapporte à la base a. 

QX Lt€ 


Pour La, on a 


Ay L(x + h) — Lx _ i 

ax h h J 


C4‘)=ïK'+‘)- 


Posons — = A qui sera infiuiment petit, puisque h l’est, nous 
aurons h~xx, et 


ay 

AX 


= — .L(i + a) = -. 

AX V X 


b ( 1 -f- A) 
A 


On fera i -f- A = a k ', a étant la base des log L, qui est tou- 
jours supposée très près de i ; il est évident que h ' sera infi- 
, niment petit ; de la relation i + A = a h> , on déduit 

A = a h ' — i, L(i -|- a) = A', 

puis 

AT 1 K _ 1 . i\ 

ax “ x ’a' 1 '— t x ‘ v Tl / 


Or — I 

Or, on a prouvé que — —, — = la + a ; 
donc 

djr i Le 

dx xla x ’ 
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4a 


si x n’est pas nul , sans quoi dans ^ -{- - , on ne peut 

dire que - est infiniment petit. 


Reste à montrer que ces formules sont vraies pour toute 
espèce de valeur de a. Or, quel que soit a , on a identi- 
quement 


— • mx 
-m » 


posant 
il vient 


a m — a et mx = x', 
a 1 = a' 1 ', md.r = dx' et la! = — . 


Or, on peut supposer m assez grand pour que 

- 

a' = a m = j/ a 

diffère de i aussi peu qu’on voudra , donc 

d.a* = d.a'*' = ia / .a'* , dx' = — ,a x . màx 

m 

=z a*.la.dx. C. Q. F. D. 

De même pour y = Lx dans la base a , comme 
x == aX, 

a = a 
x = a' m l . 

Désignant par L' les log dans la base a', on a 


on fait 
d’où 


d’on 


Ux = my, y = -.L'x; 


d y = — • ; mais la = — la r 

J m x. la m 
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<ir 


x.la 


C. Q. F. D. 


2g. C’est ici le lieu de s’arrêter un moment sur le calcul du 
nombre e , limite de la série, 


1 + + ^ + 


■+■ etc. 


Ce nombre est incommensurable ; en effet , supposons - le 

, • -A .,1 M 

commensurable et égal à une fraction irréductible — , on 


f etc. ; 


aurait * 

M . , 1 . 1 . . , 1 , 1 

- + *+;+^3+ elc - ‘ ’ + 2 ;3.4:"n + 2.3.4...n(n + .) 

multipliant par 1 . 2 . 3 . . . n , représentons par M' la valeur du 
produit de ces facteurs par la partie 

2 -f- — 1- — 5 + etc. . . -j- -■■■ _■ ■. — ; 

2 ' 2.3 2.3.4.n 

ce qui forme un nombre entier ; on aura 

1 1 


M.i.2.3...n=M’4- 

+ 


rt-fi (n + i)(n + î) 
1 

(n + i) (n~f- 2) (n+ 3 ) 

1 


-J- etc. 


Donc la série — ; — 4- - — ; — . — r 4 etc.... , (A) aurait 
n+ 1 (n + i)(n-f 2) 

pour limite un nombre entier ; mais cette série est plus petite 
que 


n-f-i (n -f- i)® (n + 1) 


+ etc..... 


qui a pour limite 


n 4 * 1 


n + 
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et comme n > i , il s’ensuit que la série (h) est à plus forte 
raison moindre que i ; donc e est incommensurable. 

On peut estimer le degre' d’approximation qu’on obtient en 
prenant au lieu de e la somme des n premiers termes 

En effet , la limite de la partie restante , qui peut se mettre 
sous la forme 


I ( l + _!_ + 

î. 3... (n -j- i)\ n + 2 ' I 


. « 


i + ) ! 


2.3...(/i+ ij\ ’ n-f -2 ' (n+ 2 )(n + 3) 
cette limite, dis-je, est plus petite que celle de la série 

i 


.3. . .(n + i) ' C* n 4 


+ 7 Z 


+ 2 (n+ 2)“ 

i \ 


(» 


ii? +•••■) 


71 -f- 2 


2.3... (n-f- i) 


2.3. . ./i.(n-f-i)*’ 


V w + 2 / 

Si l’on prend io termes, cette expression devient 

12 i i 


2.3.4. •• io. i •’ 3 . 4.5.7. 8. 9. 10. 11 1 36590400’’ 

on peut donc alors calculer 8 décimales. 

Il existe un autre moyen de calculer 'e ; en effet, nous sa- 
vons que ~~~~ a pour limite ^ , a étant la base des log.L, 

. L(i •+■ a) 


ou encore Le , vu que — — Le. Mais 


a 


= L(i+a)* ; 


donc e est la limite de (1 + a) x , à mesure que A se rappro- 
che de o ; ou en posant - = tm, e sera la limite de T 1 -+- — ^ 
pour m — ùo. 
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Se l’on fait m = 1000 ; on a 

( I \ IOOO 

I + ) = e ; 

1000/ 


d’où , dans le système de'cimal , 

log e = 1000 Xlog 1,001 e= 0,4340776; 

d’où e = 2,716924» qui n’est cependant pas aussi approchée 
que la valeur du n" 1 1 . 

3o. Revenons aux applications de la se'rie de Taylor. 

Posons jr == e x 1 

on trouve ici 

f\x) = e*, f"(x)=e x , f(x) == e x , etc. ; 

donc 


e x+U. 

d’où 


= e*(\ + -+- + -^ + etc. . . .V - , h '"' -V e * +ih -’ 
V I 2 2.3 / 2.3.,.(n-f" 1 ) 


h* h 1 


-' + h +7+I73+ etc -- + 


h n 


- + 


h”+' 0A 
.e . 


2.3.../1 2.3...(n-f-i) 


et 


Ml MJ MM 

e *= ï +x+ J +^+etc... + ^ J -^ + — ; , (w+ — 


n+t 8x 

.e . 


Cette série finira toujours par devenir convergente ; car 
soient deux termes consécutifs 


rp -*• 

lA+l — 2.3....*’ 


T* +ï = 


k 


2.3. ..(A +2) ’ 


le rapport ~ - finira , quel que soit x, par deve- 
1 k+ 1 * “H 1 

nir plus petit que i , k augmentant» 

Soit x, une valeur de x, et k t une valeur de k telle que 

< ' ■ 01 p“°“ *t+t = é- 
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A partir de T* +1 = M , la série sera convergente ; car à 
partir de là, elle peut se mettre sous la forme 

M-f- — — I 

+ 2 (*i+ 2 )(*. +3) 

quantité plus petite que 

„ - M . M , M . 

M+ c+c* + c3 + ele - 

qui est convergente et a pour limite 

»ïch> 

Par exemple, si x, = 4 , on aura 

4 


d’où 


A-, + i < 

*. + * > 4 • 


Ainsi , au-delà du 4' terme , la série deviendra convergente, 
et en effet, on a ^ 

«<=. , + 4+ 8 + ^+^+-+ îîl 8 +| T +^- 68 

1 ^ 6 a4 120 7 20 5o4o 4°32 o 

. . , 128 

qui est convergente a partir de -^r . 

3i. Soit, en second lieu , 

y = Lx ~ /(x), 


on a 


Le 


/'(x)=-=Le.x-l, /"(*)=— Le. x“% f m (x)— 7 .Le.*~\ 

• f >y (x)— — i. 3.Le.x~4. y"(.r)= ±2.3. . .(n — i).* - ", 

puis 

. _ , r r h . V ^ h ' 1 h"*" \ 

L(*+A)=Lx+Le^--— _ H -.. - n)(x+rà) „ +1 ) 
h\ 


=K ,+ i)+ L 
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A . . 1 . . h 

Posons -= u, celle sene qui est convergente, si - < i , 

devient 

( «• u 3 k * 4-1 \ 

u f-— — etc... .± — V 

ou par approximation , lorsque u i , 

( I/ 1 1/5 J.! \ 

Ï + T -J+ ••••)* 

Or, dans une série de cette espèce, u étant positif, si l’on s’ar- 
rête à un terme positif, ou a un résultat trop grand : car 

/ — n a " il ** 4-1 \ / u ,tt+ ‘ ' l/*■ 4 ■ , \ 

\ 2n 20+1/ \ 20 + 2 20+ 3 /^”"’’ 

se trouve composé de binômes tous négatifs , puisque chaque 
terme surpasse le suivant. Si l’on s’arrête à un ternie négatif 
u ,n 

, le reste 

20 

i/*" 4 -’ \ / i/ 1 ” 4 - 3 W «-H \ 

20 4- I 20 + 2/ \20 + 3 20 + 4/ 

est au contraire positif, et par suite on a un résultat trop 
petit ; ce qu’on peut d’ailleurs aussi conclure du reste. . . . 

— 5^, qui est positif, si o+i est impair, 


(n+i) (i + lu) 
et négatif dans le cas contraire 
Donc , 

..s 


< u* u 3 U ,B \ 

-r+j - * T») • 

<l/._ ^ + 4 - £ + -nny 

^ \ 2. 3 20 “ 20+ l) 

Le second membre de chacune de ces inégalités exprime 
Le.n‘ , ’ 4 • , 

donc L ( i + u ) , à — près.- 

20 + t r 
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On peut trouver des formules plus convergentes. Changeons 
dans (a) u en — u , nous avons 

. / ti l 11 3 \ 

(A) L(t— «)=Le^-r«— -3“ — «te. ... J; 

retranchant (b) de (a) , 

L (, + „)_L(i-n) = L^i±^)=2le(«+y+|+y+. . 

»> 


or. 


d’où 


puis, 


i-fu , an . 2 « k 

1 J , posant = - ; 

t — u 1 — u 1 — « * 


1 -f- u z + k 


et u = 


1 — u z iz + k' 

( z -f- k\ 


L = L (2 -+-A) — L (?) , 

et par suite, 

(c) L( Z+ A)=L Z +Le[-^p+^(-^ 1 ) +s(“*) • • •]• 

Il sera avantageux de donner à z la valeur la plus grande 
possible par rapport à k . 

Pour . calculer les logarithmes ordinaires par le moyen de 
cette formule, il faut d’abord connaître le logarithme de e 

dans le système ordinaire , ou , puisque Le = ^* il suffit de 

connaître le logarithme népérien de la base a— 10. 

A cet effet, on remarque que l\o = li - 4 -/ 5 ; puis dans la 
formule (c) on change L en Z , et sachant que le— 1 , on a 

IC +*> + ST i + KstO’, + sGïTi) + '“• • • • 

Pour avoir h, l’on fait z— 1 , k= 1 , et 1 on a 


fc=^ + i-i +etc - 
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Pour avoir 15 , on pose ta 4 > * — i, d'où lz = l^ — 7 .h, 
qui est connu; puis * - 

Z5 = 2/ 2 + 2 Q + I . • ÿ + ••••)• 

Si l’on arrête la série au terme - . 4 - , le reste 

17 9 . * 

_L_ _J_ 4. î . 

. . > 9- 9 9 ^ «* -9“ i3 -9' 3 . ... 

est plus petit que ^ 


‘ + * 


_ 9 ‘° 


9- 9 9 9-9" 9-9‘ ;1 ,_1 9 8 X 8<> 1,725,900,000 

9 * ■ 

fraction qui doublée , donne l’approximation tt-, à 

1 , rr obo, 000,00a 

peu près. 

Lagrange a indiqué une série qui est aussi très convergente; 

k m - 

elle se déduit de (à) en posant 1 -f- u = l/Z> , ce qui donne 




L(i - 4 - u) = — L.b, 
m 


p u,s •- -, 

L r 2 ' 3 4 / 

comme m est arbitraire, on peut le prendre tel que y'fr dif- 
fère de l’unité d’aussi peu qu’on veut , de manière que 

[/ ù — 1 soit très petit. Dès lors, on pourra souvent se bor- 
ner au 1 " terme , et l’on aura par approximation , 


L b 


— mLe. ( 1/ £ — i) — m — 1) . Le. 


D’ailleurs, pour avoir une limite de l’approximation , oh n’a 
qu’à calculer deux valeurs de L b , l’une en employant des va- 

4 
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leurs trop grandes de Le et de b m , l’autre avec des valeurs 
trop petites. * ■ 

Si au lieu de cela, on fait dans la formule {b) du n" 27 , 
i —u= — , d’où u=z 1 et L(i— u) = — ~Lb, 

m • m Tri 

v vi V*>' 


on a 

Jjb = mLe 


'-TZ + zC'— ^l) + ï( +•’ 

\/b V \/bJ \ \/b‘ 


Dès que \/ b ne diffère que peu de l’unité, on a une approxima- 
tion rapide et Lb >m Le’ | — )» Lè<mLe.(\/ù — 1 ), 

V y/b/ 

limites qù’on peut resserrer à volonté en augmentant m. La pre- 
mière donne d’ailleurs L b > mLc I — J et le rapport 

V y/b ) . 

m 

de ces deux limites étant y/ b, on peut le rapproche^de l’u- 

• nité autant qu’on veut. • 

* 3î. Pour appliquer la série de Stirling , 

f ( x ) = /(o) + xf (o) + — /"(°) + ^3 /*(°) + •.*•» 

nous prendrons , 
i». jr — sin x , 

d’où f (*) — sin x , /'(*)= + cosx, /"(x) = — sin x, 

. . /»(*) = -- cos x,/ ,,r (x)==+ sin x,/ v (*)==-f cos*... ; 

d’où 

/(o)=o, /'(o)=+i, /"(o)=o, /*(o)=— 1 , / ,T (o)=o, 
/»==+!, etc. 

^3 x 5 X 1 


sin x—x 5 + 




3' r 2:3.4^ 2.3.4-5 6.7 
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Cette se'rie finira par devenir convergente , car deux termes 

» <p£n4-t * 

consécutifs — 5 ; ; — -, ■ - , — rr donnent, pour 

2.3. .(an-f-i) 2.3...(2n+3) r 


rapport , 


(2 n -f- 2) (an+ 3 ) 


, quantité qui pour une valeurdon- 


née de x , diminue jusqu’à’ o , lorsque n va vers -. Du reste, 

ces termes étant alternativement positifs et négatifs , dès qu’ils 
iront en diminuant , on aura un résultat trop grand en s’arrê- 
tant à un terme positif, et un résultat trop petit en s’arrêtant 
à un terme négatif. Ainsi , dès que x < 1 , on a 

. x 3 . ' x 3 

sin x < x, sin x > x — jr ou x — smi< T . 

o 0 

2 0 . j — cos x, donne 


cos x = 1 -+• 


2 + 2.3.4 2.3.4.5.6 + etC - 



•t . 
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CHAPITRE IY. 


Des Fonctions explicites de plusieurs variables. 


33. Lorsqu’on a une seule équation entre trois variables, 
deux quelconques de ces variables peuvent être prises arbi- 
trairement ; c’est ce qu’on exprime en disant que ces deux va- 
riables sont indépendantes. Soient z, x, y, les trois variables, 
les deux dernières étant supposées indépendantes , on suppose 
aussi l’équation résolue par rapport à z , et l’on a 

z = F (x, y) ; 

z est donc une fonction explicite de deux variables indépen- 
dantes. 

‘ Donnons à y une valeur particulière , et nous aurons 

P (*, 

qui n’est plus fonction que d’une seule variable x. Or, soit 
x = a, x—b deux valeurs de x entre lesquelles F (x y y,) est 
continue ; pour toute valeur de x comprise entre ces deux li- 
mites le rapport 

T(x+h, y,) — F(,r , y,) / 

, 

est, d’après ce qui a été démontré dans les chapitres précé- 
der , décomposable en deux parties : la première indépen- 
dante de h, la seconde , au contraire , fonction de h et infini- 
ment petite -avec h. Cette première partie indépendante de h, 
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c’est le coefficient différentiel de z pris par rapport à x , c’est 
dz 
dx 


dz d.F(x, jr,) - , i j 

ou : — z-Z- ou , pour une valeur quelconque de jr , 


dx 


d-F (x,y) 
dx 


Par exemple, si , 

z — x 3 — lax'y 4- 4 xjr' -f y 3 , 


dz 

dx 


= 3x a — 4 axy + 4 J"* ; 


car en différentiant par rapport à x, les termes qui pe ren- 
ferment pas x s’en vont ; c’est ce que l’on conçoit à l'inspec- 
tion de g = 

Ax h .... 

Mais dans z=.¥{x,y), on peut supposer que x ait pris' 
une valeur fixe x, , et chercher la limite du rapport 

\z _ ¥(x tx y + k) — F(x, ,y) 

tétant infiniment petit, et les valeurs y, y + k étant prises 
dans un intervalle où la fonction F(x,, y) est continue par 

rapport à y. La limite du rapport ^ sera désignée par ~ , 

de sorte que les notations ^ n’indiquent pas seule- 
ment une division, mais elles montrent en même temps 
qu'elle est celle des variables indépendantes qu’on a fait va- 
rier, c’est-à-dire à laquelle on a attribué deux yaleurs voi- 
sines (x et x + h, ou j- et^-f-A), pour obtenir ces deux 
limites, de sorte que dans les deux expressions 

dz , dz , ' ■ ’ ■ 

J -UX y <4 y y 

dx 

qa’on nomme les différentielles partielles de z, par rapports 
x et y , il faut bien se garder défaire la réduction algébrique 
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entre le* facteurs dx et dj' , etles dénominateurs, puisque si 
on la faisait, chacune se réduirait à dz, et l’on ne saurait plus 
à laquelle des deux variables x et y, chacun de ces dz se rap- 
porte. Cet inconvénient disparaîtrait, si l’on écrivait ces deux 
différentielles sous la forme dz x et d z y ; mais outre qu’il est 
bon de réduire les notations au moindre nombre, ces der- 
nières ne seraient pas commodes dans les différentielles des 
ordres supérieurs. ( 

Si nous prenons 

z = ax m -4- bx*yf -|- cft +/, 

ou aura 




: max m ~ ' dz-j- nbx n ^'j* dsr, 


= pbx n y*~ l -\-qcft ~' , 4/ = pbxyv-'<\y + qcf* ‘djr. 

djr aJC 

La somme des deux différentielles partielles forine ce qu'on 

appelle la différentielle totale , qu’on désigne par' dz ; de sorte 

que , par convention , 

, dz , dz . 
dz = -T- dx -H -r- djr. 
dx djr 

34. Si l’on a , en général , 

t, u, y, etc.), 

x,y, t, u ,v étant autant de variables indépendantes, on aura 
les coefficiens différentiels partiels 

dz dz dz 

dü’ 


àz _ 

dï’ *’ 


• ■ 

les différentielles partielles 


d^’ etc ;’ 


dz 

dJ dx ’ 


dz dz , 

T/?’ d! d ‘’ 


et enfin , la différentielle totale 


, dz 


dz 


dz, 


dz , 

-r- dn, etc., 
du 


dx 


dz = ^d* + ^4r+ Jdi + à=d«+etc.. 


dx 


<i r 


dw 
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35. Chacun dés coefficiens ^ étant une fonction de 

dx’ cjy 

x et de j - , est susceptible d’être différentié par rapport à cha- 
cune de . ces variables , et si l’on suppose que dx et dy ne 
changent ni avec x, ni avec y, on aura 


Mb) a-. *■£) 


dx 


ïz 
dx* ’ 


d’z 


Ajr djydx ’ 

Dans ce dernier, le dénominateur indique que z a subi deux 
différentiations ; il indique de plus l’ordre dans lequel elles 
ont été faites , savoir la première, par rapport à x; la deuxième, 

par rapport kj ; de sorte que indique que ces deux 

opérations ont été faites en sens inverse. 

On a de même 


\dj7_d *z 
dy*’ 


d -©_ d*z 


dy dy* ’ dx d x&ÿ' 

Or, je dis que le résultat est le même, quel que soit l’ordre 
dans lequel les différentiations ont été faites, c’est-à-dire que 

d’z d’z 

dxdy dydx" 

I . . * ** . 

Pour le prouver, remarquons que la formule (a) du n° a/j» 
donne en y faisant n = o, 

F.(x-f h) = F(x) + h¥'(x‘ -f- f jh) ; 

d’où 

F (x + h) — F (x) _ p' j ou encore, si A=X — x, 

h * 

F(X,jy) - F(x, jr) _ d.F(x -+- Bh,jr) 

X — x ~ dx * 


. • M 

de même , 


, , F(X,t)-F(x,Y} d.F(x -J- 6h,Y) 

(n) x-x • = — c ! 
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mais ft l’on pose Y ~—y = k , on a de même pour une fonc- 
tion quelconque <p (x, pr), . ” , 

• ( <p(x, Y) — _ d.i p(x, ■ y + 8 'A) 

Y — JT . . àj ’ <• • • 


d.F “• 


Remplaçant x par x et <p par , on a 

d.F(x -J- 6Æt, Y) d.F(x+S^,J") 


dx 


dx ~ d*LF(x+9S, jr-\-Wk) 

Y — y ’ * ày<\x ’. 


or, d’après les formules (m) et (ri ) , cette e'quation peut se : 
mettre sous la forme 


F(X,Y) — F(x,Y) FfX,^)— F( jt, y) 

X— x 


X — x 


iVnx-hM'j+Ô'k) 


Y-J- 

on prouve , de même , que 


àydx 


F(X,Y)— F(X,^') F(x,Y)~f(x,^) 

Y — y X —y _ d’F(x+9A,H-8',* ) 

V 


^ • ’ X — X dxdy 

et comme les premiers membres de ces e'quations sont iden- 
tiques , on a 

d».F(x-f-6ft,jr4-6'Æ) __ d a F(x4-6 ,fe,jr + 9',*) 

4fdx dxc[7- ‘ « 

Faisant h et k nuis , on a 


d’F d‘F d’z d ‘z 

ou — 


<ljdx d xdy djrdj; dxdjr 


Généralement -r- — — indique que la fonction z a été diffé— 
dx m dr* 1 1 

„ 9 \ . . TC 

’ ( | n z 

rentiée n fois paV rapport à y ,■ ce’ qui donne lequel a 


été diflerentié m fois par rapport à x; or, je dis que l’ordre 
des différentiations n’influe pas sur le résultat, pourvu qu’en 
définitive il y en ait eu n relatives à y et m relatives à x, 
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_ . d" — 'z . d*z d/ 

Car, soit — = t, par suite - — = : diilerentiant m 

àj" r ày 

fois par rapport à x , il vient 

d m+n z d m+, t 


d m xAjr 


Or, 


AU 


d a / 


. , , -, donc différentiant m — 1 fois par rap- 

dxdj" dj-dx r . r 

d">+‘i 4. 

P ° rt 3 •*’ d^ = d—xd^dx ’ 0U re »‘ etlant P 0Ul ' * ! 


sa va- 


** ■ 

'Vj 


, d" - ‘z 

leur -r— — - , on a 
<!/■ 


d* 4 * 1 : 


Ax"'Aj" dx m_1 d/dxdj J,— 1 ’ 

donc on peut intervertir l’ordre de deux différentiations ; on 
prouve de même que tant de facteurs de dj' n—l qu’on veut, 
peuvent passer devant dx , etc. * C. Q. F. D. 

36 . Nous avons défini plus haut la différentielle totale. 
C’est la somme des (j^fférentielles partielles relatives à toutes 
les variables indépendantes. Appliquons cette définition à la 
recherche de la différentielle totale de . 


La différentielle relative à x , est 
d -(^ <ÎX+ ë d ‘ r ) - d’z 


ï 






dx 


-• dl = 3 ? dx ‘ + E5- ,):c ‘ 1 - r ’ 


relativement à jr , c’est 

d (è dx +% djr ) , 


Ajr 


j d’z d*z , 

^=5 sr^ér+îp^' 


la somme , qu’on rcpréséute par d’z , est 

d’z 
~Ax 


,, d’z ", d’z d’z , , 

d’z =3 — dx 1 + 1— y— dxdr -f- ; Ar*. 

^ AxAy J ^ d.r* J 


% 




% 
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On trouve, de mêtae, 


d’*= &d*3 + + ^-dxdy^dy 3 . 


dx 3 


Si , dans ces deux expressions , on supprime les coefficiens 
différentiels, il reste, d'un, côté , 

dx a + idxdy -f dy ' 1 = (d.r -f dy)\ 
de l’autre , , 

dx 3 -f- Sdar^dj - -f- 3dx dy * -f- dy 3 = (dx + d^) 3 . 

En général, d"z se forme de (dx-J-dj' - )*, en écrivant à côté du 

terme affecté de dx" — ‘dr*, le coefficient différentiel -= ; — 

J ’ dx"-*df* 

Cette loi se démontre en prouvant que si elle est vraie jus- 
qu’à d"z, elle l’est encore pour d’^'z. A cét effet , il ne faut 
pas oublier que d n+ 'z est la différentielle totale de d"z, c’est- 
à-dire que 

dx dy J 

3.7. Il peut aussi arriver que l'on ait à différentier une 
fonction r 

2 = /(*> r). (•) 

dans laquelle x et y soient eux-mêmes des fonctions d’une 
ou de plusieurs autres variables. Je ne considérerai ici que le 
premier cas, et je supposerai 

x = 4(0. jr = z(0- ( 2 ) 

Dès lors , z devient une fonction de }a seule variable t ; or, 

d<s 

pour déterminer sans faire l’élimination de t , x et y 

entre les équations (1) et (2) , supposons que t se change 
en t-j-ar, ou, pour abréger, en t-f-t; x, y, z recevront 
leurs accroissemens respectifs ax = h, Ay —, h , et Az ; de 
sorte que 

z -j- Az = /(x -f- h, y-+-k), 

d’où 

• AZ = /(x - 4 - h, y+k) — /(Xj y)y 
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te _ f( X 4- h - J -f k) — f(x,jr) 


M 


Pour- distinguer, dans ce rapport , la partie inde'pendante de 
i , on cherchera d’abord la valeur de /"(x -f- A, y) , laquelle, 
d après la formule de Taylor [n° 24, («)] , peut en l’arrêtant 
au 3 ' terme , se mettre sous la forme 


/(* + h, y) = f(x,y ) -f 


d-f( x ,y) 


dx 


. b. -f- ah* 


= /(* . r ) 4 - <f {X , ?) ■ h + ah‘{ 
remplaçant ici y parjr -f- h , on a 

f{x + h, r + k)=f(z,y + k )-\-< p ( x,y +k)h + a'h\ 

1 , 

a étant ce que devient a ; or, on a de même 

f ( x , y + k ) = /(x, y ) + £/. k + bkf 


<P(*. J r + b)=ip(x,y) + ck = -f~ 4- ck , 


A r 

dx 


bk‘ et ck désignant les termes complémentaires ; donc 

f{x+h *T+*)=/(* , S)+-£- h + ^k + ctï + chk+bk', 
de là, 

te_ f(x+Ti,y+k)— f(x,y) 

At i 

df ix df Ay , , , Ax , ,,Ar , . Ax 

= y- ■ ~ 7 + • — + a .A. ^ AA-' -f. c A — . 

dx At d,J At . At At ~ At 

Or, il est évident que i- diminuant r et par suite A = ax et 
k=z&y aussi , le second membre a pour limite 

df dx df dy dz 

dx dt dy ' df d* ’ 

Il faut donc , dans ce cas , prendre les différentielles partielles 
de f (x, y) , comme si x et y étaient indépendans l’un de 
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l’autre ; ces différentielles sont 


if, 

Ax 


AX ' ■' 


àf 


e t les diviser pardi; ou encore , prendre , comme si x 
* ûx . 

était seul variable, et le multiplier par —, tiré de x = 4(0 ; 

opérer de même par rapport à y, et ajouter. Ces résultats 
peuvent se généraliser sous plusieurs rapports. 

38. On peut aussi développer f(x + h,y + k) suivant les 
puissances de h et k. Voici la démonstration que M. Ampère 
donne de cetfte formule. Soit 

«==/(*>>), Z='/(ï+ft, ‘y + *), 

et posons 

y = x + «fc, y'=.y + *k, 

et 

y>=f& +« a * j r +“ k )> 

de sorte que si l’on fait 

* = i, *’ se change en Z. ,. 

Remarquons que z' contient a., et posons, pour abréger, 
z' {*) ; remplaçons » par • -f- i , de sorte que z devient 

/[*+ («+ OA, y + («+ i)fl = <p (- + 0- 

Posons « + i =r> i , 

il en résulte 

<P (« -+• 0 = /(* + A, y -f- k) = Z. 

Nous avons donc Z=p (* + i), fonction qui peut se dévelop- 
per suivant les puissances de i, d’après la série de Taylor 
[formule (à) du n° 24 ] , ce qui donne 


Z=<p(« + i) ==*>(«) + + — ç"(«) ~h ■ 


2 .3. . . n 


f (") w + 




2 .3...n(n-f 1 ) 


.pt» +, )(#+ô/).(i) 
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dx' - ' * . - ' • / 

Or, ^'(#) = -j — , et comme z' est une fonction de x , ÿ y 

QA / . 

qui sont .eux-mêmes fonctions de «, on a (n® 3y), 
dz' d z dx' dz' Ay' 

di 7 = d ' d7 + d/ ' dZ ’ 

d’ailleurs, puisque af = x + *h et jr' zsz jr »k, r on a 
encore - .. 

d.i 


d.r _ , d y 

Am ~ ’ d« 


A: 


donc 


, dz' dz' , , dz' , 

* W= Âi == Â?- h+ Âÿ 


A et k ne variant pas lorsque m change , il vient 

av <%) , . d (Ê) 


<’’<*) = S? 


+ 


d«c 


w 


(a) 


ici. 


donc 


, /dz'\ d*z' , d“z' , 

d- w). — dx idy + dxdy^ ; 

d -(È r ) _ dV dV 

E dx • n + dx'dy • 


v (| v y , 

Calculant de même — j* - ’ on t,ouve > d’après ( 2 ), 

,, . d“z' ,• * d’z' ,, . d*z' „ 

* «“SV* +d7df -* hk + dÿ-* (0 

On prouvera, de même, que 

*■« = *■ % + + + 

valeur qui, si l’on y remplaçait h par dx' et A pardj-', 
serait la différentielle complète de z'. . . _ , 
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Comme a et i sont arbitraires, pourvu que *-f -j = i, 
faisons a. — o, la formule (i) devient 


Z==*(o)+$'(o) + l*"(o) + 

.*«(<>) + 


2.3 . . .n 
Mais il est évident que 


2.3. ...n(n-|- ij 


, (3). 


<P(o) = = z, 

q Uc ^T B ë-*+^-* = d *r- 


en supposant fi=dx, A= Jjr, 
que <p"(o) =. d 3 z, 


et 


Donc , enfin. 


^"(o) = d*z, 

* / 

?•+■(«) - d"-*-/(* + Ôfi, y -|- 9fi). 


/(a>f.A, y-\-k) = f{x, y)+df(x, ÿ)+)j*f(x, jr)+ 

+ O^+T) à^/(^h,jr + 6k )t 

9 étant toujours entre o et -f- i ; ou encore 

f{x+h,y-¥k)—z+^-h-\--~.h'+e te. 

d# adx 


dardj - 2.3...n(n-j-i) 


dz 

dr ^d.rdj- 
i d’z 


. * U * . „ 

+ 2^ A+etC - 


( 4 ) 


On peut donc arrêter cette série aussi , à tel ordre de termes 
que l’on veut , soit à ceux qui renferment h et k au premier 
degré, soit à ceux qui contiennent fi et fi au second de- 
gré, etc. 
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Remarquons que ce développement peut aussi être obtenu 
en substituant dans /(x, y) / d’abord x + A pour x , ce 
qui donne 

/(-+**«=**.>•>+ d -^* + 


Remplaçant y par y-f- k, on a 

f(x+h,y+k) = f(x,y+k) + 


dx* 


à‘f{x,y+ k ) 


dx 


—A 


H • 2 +etc - » 


( 5 ) 


or. 


f{x,y-\-k) =f(x,y)+k 


d.f(x,y).k' d‘/(x,j) 


dj- 


d y % 


donc 


et 


à.f(x ,jr+k)_A. f{x,y) ^ d*/(x,.r) k l df(x,y ) 
dx dx dxdy i dxdy 1 

d 2 / - (x ,y -+-X’) à’f (x jr) , ,.d 3 /(^,jr) , ** d^./(x,^) , 

dx* dx* ^ dx‘dy * 2 * dx’djT 

Substituant dans (S) , on a 

f(x+h,y+k)x=/(x,y)+^.h+~^ . + etc. 

+^* + s ^-A* + etc. 
dy àxdy 

. d */ ** , 

■+■ t — ; • 1~ 

* 1 2 

' -f- etc. 

C’est le même développement; mais le reste de la série , c’est- 
à-dire le terme qui complète , ne se trouve pas ici comme 
dans la marche ci-dessus . - 

Enfin , observons que ce développement subsiste pour tout 
système de valeurs de k et h finies ou infiniment petites^ cons- 
tantes ou variables, pourvu que f{x, y) soit, ainsi que ses 
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fl/' 

coefficiens différentiels — , — , etc. , jusqu’à ceux qui entrent 

dans d* +l i /"(ar, y) inclusivement , continue entre x et ar-J- h, 
y et y -\-k , c’est-à-dire pourvu que , pour un système quel- 
conque de valeurs de x et de y, comprises respectivement 
entre x et x -f- h, y et y+ k , ces fonctions soient réelles et 
finies, et qu’elles le soient encore pour ces mêmes limites. 
39. On démontre de même que si z = f(x,y, t, u, v . . .), 


f{x-\-h,yJrk, <-f/, u+i, v+g. . .)— f +-J -+. , . 

• d»./ &'+'.f{x+bh,y+M,l+bl...) 

j"i.'a...n 1 .u. . ./j.(n-f-i) •" 

En n’oubliant pas i°. que dy==^ft+^y ./--f 

-JZ hk+ ¥L k l + Æ Kl+*L kl 4- etc 

dx~dx* 2 + dxdy + dr*'2 'dard/' + dj-d/ + 

2 0 . Que 0 est compris entre o et -f- 1 ; 

3°. Que'd n " f * , /’(a:-l-8A' . .) est compris entre la plus grande 
et la plus petite des valeurs que prend d n+, /(x,y,i . . ,) dans 
l’intervalle compris par x, y, t, u d’un côte', et 

x 4- h, y k , t + l. . . , de l’autre. 

4 °. Que pour étendre le développement jusqu’au terme 
d^'/ix + bh,. y + 6 k. . .), il faut que f(x, y) et tousses 
coefficiens différentiels, depuis ceux du premier ordre, jus- 
qu’à ceux de l’ordre n + i compris, soient continus entre 
x , y y t, . . . , d’un côté , et x -J- h , y .+ k , / -f- /, etc. , de 
l’autre. 

4 o. Voici quelques exemples de différentiation pour les 
fonctions à plusieurs variables : 


z = ax m yP -f- bx * . sin (x 1 -|- xy -f- y*) -f 


+ y 


on aura ~ en n’oubliant pas que est la limite d’un rap- 
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port dont le numérateur est la différence des valeurs de s 
correspondantes à x et à x •+- h , et le dénominateur h ; que , 
par suite , y doit y être regardé comme constante. Ainsi , 

~ = max m ~ ‘r p +3bx* sïn(x*-\-xy-j-y') -j-bx 1 cos (x’+xy-f-y 1 ) 

OJT « 


+ 


d(x>+xy+ y*) 

dx 


(x* -J- y*)Zc3? — 2 ex* 

(*>+SV 


: max m -’yr + 36x a sin(ar , xj- -f y 7 ) 


cx*-f-3cxy* 


+ bx\ix+y) cos(x‘-f-x^-hr l )4 . 

Dans tous ces calculs, il faut se rappeler le théorème des, 
fonctions de fonctions , ainsi que les règles sur les fonctions 
simples, sur le produit et sur le quotient. C’est ainsi que la 
différentiation de sin (x'-f-xj'-f-^*) se rapporte à celle des 
fonctions de fonctions ; on prend d’abord le coefficient diffé- 
rentiel comme si x 1 -+- xy + y‘ était une variable simple i; 
ce qui donne cos (x 3 -f-xy+y‘) , que l’on multiplie par le 
coefficient différentiel de x* -t~xy -j-j*, par rapport à x, 
c’est-à-dire, par la limite de 

<? + »• ± (I + Vx + jri -(*• + +*• ) qui e „ %x+r . 

de même 

^—pax m y p - , + bx * cos (x* + xy+y>) . (x+ ay) - 
De là, la différence totale. 

L’essentiel est de ne jamais perdre de vue l’origine du 
coefficient différentiel , c’est-à-dire , la manière dont il dé- 
pend du rapport des différences. Ainsi , en supposant.'. 

z = sin (x* -f- y *) , — est la limite de, 

Sm[(x+A)» + ^*]-sin(x»+j : >) ^ dz ^ ^ de 

h n dy 

sin [x a 4- (y 4 - ft )’ ] — sin (x* -f- y 3 ) 
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Soit 

... , , ... sin’[«v + JT coifft*»’)] 

Z=x m UngPÇvy+xy^.t! L , i 

diffdrentiant pat rapport à x senl , comme si y était cons- 
tant , 

• = mx m ~ 1 . tang'X-r * j-- -j- xy s ) . e SIQ t a .r+ ICOS l bx r> 1 

px*,Urtgi>-'(xy+xy) .in*.(3jr + xco.b*r) 

+ -W+J >' e 

4- kx* tang*’ (xy 4 - xy 3 ).e >,n [ay +xcotbx ^' 

X sin* -1 [py-¥ x cos {bxy)\ 

X cos[qf 4- x cos(6xj")] . (cos bxy— xyb . sin bxy) ; 

de même, 


<1* px m .tttaff~ (x'y+xy ') , 3x _ e *m*(« r + 3 cos bxy ) 

ày eos''(x‘jr4-x7" J ) 

4 - ix m {&ngP(x'y+xj')e' n ^ ar+XQOtbrr) . sin* _, (ay+xcosiT>-) 
X (« — bx' sin bxy) . [cos {a y 4- x cos 6x7)] . 

Soi t encore 

z = 4x 3 co«(ax 4- by) 4- sin xy, 

— = 1 2X*cos(ax 4 - b y) — fax' sin (ax 4- b y) +y cos xy , 
ax 

— cs> —Abx' sin (ax 4 - b y) + x cos xy . 

' • ;• ‘ 

Puis , 

= »4 x cos (ax 4- by) — 24 ax 1 sin (ax 4- b y) 
dx* , . 

— 4a’x* cos(ax 4 - by) *-y' sin xy , 

^ . Ak\ - 

j — d . - = • — 12 bx* sin (ax -j- by) 
dxd y éjr 


(I) 


4akr 3 cos (ax4-^j-)4-cosxr— xf sin xy. 


— — =d.-r^— ==— l2 bx “sm(ax -f b y) 

drdx ax - 

-~&abx'cos(ax-\-l>y)+cosxy—xy sin xy , 
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identique avec le précédent, comme on l’a prouvé; et ainsi » 
de suite.. 

On opérerait de même sur des fonctions de plus de deux va- 
riables ; si par exemple , on donne 

z = sin .log(arj' , -f- i yu 5 ). (Le logarithme est 

népérien). On en déduit 


=2Xcos(x > 4-j-’4.u’)log(x^ 1 -(-jru*)-f 
(j z 

— sa ajcos(ar , -hr î +u').log(xj' ! ‘-hr u ')-f 

dz 

— = 2ucos(x , ‘+'y*+u ! ').la%(xy'+yu < ‘)+ 
Ce dernier terme est simplifiahle. 


.r a .sin(x , -4-.7-*4-u !l ) 

(airr+npsin^-f-^r 1 - f u*) 

2 uj. sin(jr’ -fy’-f- u*) 
x J rl +J r u 7 






5 .. 
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CHAPITRE Y. 


Fonctions implicites dune .Variable. — Coefficiens 
différentiels et Différentielles des différens ordres. 


4i. Dans le chapitre II, on a prouve' que pour toute fonc- 
tion explicite d’une variable x , y=cf{x), s’il s’agit de valeurs 
de x prises dans un intervalle où y est continu , le rapport 

des différences ~ se compose d’une partie indépendante de * 
SX 

h=sx, et d’une autre partie qui dépend de h; si la 
première partie, -g-, n’est pas infinie pour une valeur don- 
née de x; la seconde , pour cette même valeur de x, est infi- 

^ V 

niment petite avec h, et l’on dit alors que ^ a pour limite 


àx’ 

ta même propriété a lieu pour Ves fonctions implicites, et 
c’est ce qu’on se propose d’établir ici pour le cas où elles ne 
dépendent que d’une variable. 

Soit, par exemple, l’équation, 

•* 

ay* + bxy + ex 1 4- f y + gx + i = o. 


Supposons qu’après avoir donné à x une valeur x, , on trouve 
pour y la valeur correspondante y t ; qu’ensuite donnant à x 
une seconde valeur x, -f h, on trouve y=y, + k~=y, + A TV 
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on aura les deux relations 

ay\ + bx,y, 4 - cx\ +fy, +gx, + * = 9 , 

. +ff(»i+*)+* s =o. 

Retranchant la première de la seconde , et développant , on a 

•iayfi+ak'+bx^k+byih-^bJik+zcxJi+ch'+Jk-î-ghsxo , ' 
ou 

H^r, + bx <+f +ak)+h{by l +*cx l +g+ch+bk) = o , 
d’où 

Aj-, _^k _ by x + acx, + g +c h + bk 
A x~ h 2<y, 4 - bx x -\-f-\~ak 


Or, sij' est continu aux environs de x, , A, ou est in- 
finiment petit avec A; dès lors les deux termes de la valeur 

de renferment des parties finies et des infiniment petits, 
ax, ^ 1 

Or, si les deux termes d’un rapport ont des limites finies, 
celle du dénominateur étant différente de o , ce rapport lui- 
înême a pour limite le quotient des limites de ses deux 

termes (note du n* 9). Donc — a pour limite 


-b 2 CX % ±Â 

zay. + bx.+f 


Appelant cette limite 


d lL 

dx. 


on a généralement 


dy h -f- acx 4- g 

dx iay-\-bx f / 

42. Maintenant, soit l’équation générale f(xy) — o. 
Regardons x, y cortime une première solution de l’équa- 
tion., et supposons que si x se change en x + 1 , y de- 
vienne y + \y—y 4 - b, on aura 


f(x+h,y + k)=o. 

Or, si l’on se reporte au n* 38 , on verra que les raisonne- 
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mens qui y ont été employés sont applicables ici , et que par 
suite on peut écrire - . • . - 

ou , puisque f(x,f) est nul j 

: &/' d / , d'/(x-f 6h,f+tk) , v 

° = d- ix +4-* r+ - - * ’• (,) 

„ . dV/te+lJLr-H*) . , , 

Mais — ï- 4 — ■ ■ ■■ . est compris entre la plus petite et 

, , - . , . -,d*/ a*/ fi* , a*/ .. , d*/** 

la plus grande valedr de — > 

de x Xx -4- fi , et jr à jr -f- k ; par conséquent,' y étant con- 
tinu , fi infiniment petit , et les quantités n’é 

i d*y(* -f- bh,j -î-bic) , . 

tant pas - r on en conclut que est de la 

forme ah' -f- bhk -f- ck ‘ , a, fi, c n’ëtânt pas infinis; dotic 
l’éqnatioh (i) détient 

o Hih 4 *. hk 4* cft* *4" bhk 4 - ék* ; 

d / Af 

en posant m — — , n = ÿ ; de la 

A(n 4- ci) 4 - A (m 4- ah 4- bk) as o , 


puis 


k_ 

fi ' ax ' 


771 ufi -4“ fifi 


’ : n-\-ck 
Raisonnant comme ci-dessus , on a 

Ar_ = _m 

v d* ■ n ’ 


ou 

ou 


nd^ 4* mda: sis o , 

^■djf 4* 1 T^d* = o 
d^ J r d* 


(*) 


1 
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De là nous concluons i que le rapport des différences 

— a aussi iei une limite; a 0 , que poux trouver cette limite 

\x 

, il suffit d’égaler à zéro la différentielle totale de f(x , y ) , 
dx , - 

comme si x et y étaient indépendans. On a ainsi l’équa- 
tion (a) , qui donne 

• s • _é/ • * 

ày dx 

— = jj . 

; Ar 

Ainsi, dans le cas del’équation_/cos.T-j-e J: tang(x-+-j')-h/ !, =o 
on trouve * . 


-y sin x -f- e* tang {x-\-y)-\- 


dx -■ - 

àf . ** 

= COSX -4 - r 

dy cos" (x -b y) 

donc 


cos* (x +y) 


+ V r, < 


<l/= — J' »">.* + e* Un 8 ( * +]■) + , .. 


<■ 


cos x ■ 


Wc 


r cos*x (x-f-j-) 
d y , 

f- = etc. 
dx 


+ iy 




2 ' Exemple : ax m +by , '+xyt\n{e T r)+teLng(gx-+rg'y) ne o. 

On en déduit «. 

<1/, , d/, * dy 

-^dx+^ d ^=o, puis £ 


Ar 


»îx* 
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43. On va maintenant e'tablir les équations différentielles 
d’ordres supérieurs , c’est-à-dire celles qui font connaître 

A y, Vr. etc * 

dx* » dar> ’ • \ . . . •* 

Soit l’équation ay“ 4- b.xy -f- ex * + g = o; (1) 
on en tire la différentielle du premier ordre 


2tryày •+■ bxàj -f- byAx + zexdx = o. (2) 

, Si on la divise par dx , et qu’on représente ^ parj», on 
a l’équation , . 


zqyp 4- bxp + by a ex = o. (5) 

Or, d’après l’équation (1) , y est une fonction de x ; donc 
si la valeur de y tirée de (1) était substituée dans (3) , on en 
tirerait p égal à une fonction de x. Supposons que l’on donne 
à x deux valeurs x et x -f- h = x -f- àx , prises entre deux li- 
mites -où y et p sont continus, ce qu’on saura par les équa- 
tions (1) et (3) ; pour la valeur x, ou aura les valeurs finies 
réelles^ et p ; pour x 4- h , y et p deviendront respectivement 
Y 4** —T" +47" et P +l=p + àp. Remplaçons donc dans (3) 
x>y> P par ces nouvelles valeurs, qui y satisferont, et nous 
aurons 


ia(y+k)(p-\-I)+b(x+h){p+l)+b{y+k)+3.c{x+h) — o. 
Développant et retranchant l’équation (3) , il vient 

2 ayl-t- lapk 4- bph 4- bxl+ bk + 2 ch-k- 2 akl+bhl=o , 

ou . 

, * * ' ■ » 

2ayAp+*apâLj-l-bpAx-fbx&p-\.b&y-\-2.c\x-i-2a&pây 

+ bïxny dt o , 

puis 

( 2ay+bx ) àp+(2ap+b)*y+(bp+2c + b\y)\x (4) 

» +2aApAy = o. 

Ch-, si Ax est infiniment petit, si y et p sont continus, 
comme on l’a supposé, âr. &p sont infiniment petits, et 




. S 


* . * 
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on tire de l’équation précédente 

A£ (3gp+A+2flA/>) AJ- (64-2C+6AJ-) 

a* ‘ • *ar4-bx * a* t.ar -f- bx 

Appliquant encore le principe de la limite du quotient, il vient 

• Ap 2 ap -4- b dj- bp- f- ae 

dx aoy-f-bx 2 * 2 ay *f bx* 

ou . 

àp(iaj Ax) -f- àjriiap + A) 4 - dx(Ap -f- 2 c) — o , 
ou ' 

( 2 oj- 4 - Ax)d*j- + sadj"’ -f- ibAjAx -J- 2 cdaf = o , 

en remplaçant/; par ^ et par suite i\p par d. ° u 

Si l’on considère la question en général, on supposera que 
d’une équation f(x,jr)'=o-, on ait déduit sa première différen- 
tielle sous la forme F j^x, j-, = 0 , ou en posant^- =p r 

F( XyJ r >p) = o- • ' 

En raisonnant comme dans l’exemple particulier ci-dessus , 
on supposera que x -f -h, p-{-l soit un système de 

valeurs correspondantes,, de sorte que 


?{x+h,j +k t p + l)zx:o. 

Or, quels que soient A, À- , /, pourvu que les conditions 
relatives à la continuité soient satisfaites , on a , d’après le 
théorème de Taylor, 

F(x-f A, r+/t,p+l)=F(x,j-,p) -f-A^-M^-f /.— 

4- AA» + B AA + æ + DK- -f E/A -f U\ 

On égale donc à zéro , on supprime le terme F(x,jr,p) , qui 
est nul , et l’on tire de là 
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et pour la limite, 

*»£_' /dF JF . OA . dF 

dx \dx dy ’ dx) ’ dp ’ 

ou 

dF , , dF , , dF 

_ . dx + _. 4r+ _d p== o, 

c’est la différentielle totale dF, prise comme si x,y, p étaient 
• * dF 

i.ndépcndans , car ici — est le coefficient différentiel de 
üx 

F(x, y, p) , pris comme si y et p étaient invariables; de 
même des autres. Ainsi , dans le cas de l’équation 

aj-' + bxy -f cx°+g=o, 
on a la différentielle première 

layày -q- bxdy -j- bydx 2cxdx — o , ( a) 

■ «îr 
ou ’ 51 

F ( Æ > 7 » p) — + bpx -f- bjr + 2cx = o ; 

d’où ' ' - ■ » • 

dF . 

:Tx = bp + 2 c, 

^ == zap >f b, - . . 

dF 

-=*ay+bx; 

puis 

dF ~ (bp -f- 2c)dx -f- ( lap -J- b) dy ■+■ (iay-\- bx)dp = o, 
comme plus liaut. 

Cette équation peut aussi se déduire de ( a ) , en différen- 
tiant successivement chaque terme par rapporta x, y, et p ou 
dx, dy, sans diviser d’abord par dx, car dx est constant ici. 
On aura donc les différentielles; i°. par rapporta y , 

xady* -f- bdydx ; 
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a°. Par rapport J i, 

-f- bàxàjr + icàx' ; 

3*. Par rapport à Ay , 

najAy 4 - bxdy, 

dont la somme est 

{iaj 4 bx)A*y-^- 2 <*d y 1 -f- ibAxAy -f* 2 cdx a = o , 


7 * 


et fournit 


d’r 

lh?‘ 


44* En général, si l’on a une équation différentielle quel- 
conque , on pourra la différentier aussi, en posaht d’abord 

d r d“r d 3 r d'j' 

f x =P'>Âi=Pvl& =P'‘ - ï *=F'ï 

ensuite de quoi on aura 

f(*,J r,p,,P*>p3‘-P« — o)i (') 

et l’on démontrera , comme plus haut, que l’on en déduit 

^.dx+ l -^d r +-^dp I +...+ ^d / » n = 0, (2) 

dar ^ dy S ‘ Ap, A' d p„ 

dF • . 

où — est le coefficient différentiel de F, pris par rapport 

à « seul, c’est-à-dire limite de , 

d¥ • . , dF 

g— est pris par rapport a y seul , etc. ; par rapport ;ip n 

Seul, comme si a:,^, />, . . étaient invariables; si ensuite, 

dans l’équation (a), on remarque que Ap n x=d . > 

i d*' , " , j - . . dy 

on voit que cette équation donne - — — en fonction de -4 , 
i i dx" +l da:" 


<i"~y 


Ay 


.*- T,etc ”3 x ,jr,x - # 

Au lieu de mettre l’équation différentielle sous la forme (i), 


h 
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pour eu déduire ( 2 ) , on peut y laisser les dy, d ‘y, . . .d*^, etc., 

car si ( 1 ) renferme un terme Ap„ qui, différentié par rapport 

à p m , donne Ad p u , ce terme se transforme en ~^ir> ou, si 

l’on chasse dx", en et différentie' par rapport à d "y, il 

donne Ad* +, i ^, qui vaut AAp„dx'. Ge'néralement , si une 
équation différentielle renferme un terme de la forme A(d*jr)*, 
lorsqu’on la divisera par une puissance convenable de dx , ce 
terme , où A est une fonction de x, y, dx , dy ,.. . .d"— 'j" etc. , 
prendra la forme 



A, ne renfermant pas et n’étant autre chose que ce» 

que devient A lorsqu’on divise par la puissance de dx dont 
il a été question, de sorte que pour un d *y que renferme A, 

A, contient un Ce terme (b) étant différentie par rapport 
d.r‘ 

à p„ donuc 

A.A/.'-d 

de sorte que si l’on chasse tous les du , il devient 

\k (dyy-'d'+'y > 

comme si l’on avait différentie A(d m y) k par rapport à d "y. 
Aiusf, au lieu de différentier F (x.jr t p t p p„) = o suc- 

cessivement par rapport à x,y, p, p , , . . . p„, on peut y 
laisser les dx, dy, d'y. . .d "y et la différentier de même par 
rapport h x, y, d y, d'y,... d'y. 

Cherchons par exemple les différentielles successives de 

j^x 3 — ay 3 — C = o. 

La première est 

, ls t y i x'dy — 3 < 7 ^%- 4- 3j»x*dx = o. 


4 
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Pour la deuxième on prend i°. par rapport à (]/ 
(4^-3qr’)d*^; 

2 °. Par rapport ky, 

i — ôaydy* -f- uiy'x'dydx; 

3°. Par rapport à x, 

i ay 3 x’dydx -f- Qy^xàx ' , 

dont la somme fournira 

(^y^x 3 — 3u^*)d 1 — 6aydy*-\-2. hy^x ’ d/d X 

-\-Ç>y 3 xdx 1 =o. 

Pour avoir la troisième , on différence successivement par 
rapport à iy , ce qui donne 

(^fx 3 —3ajr t )d i j; 
par rapport à dy, ce qui donne 

i 

afor'x^dyà’jr — laaydydy -f- i&x'dydx ; 
par rapport à y , ce qui donne 

(iqy’x 3 — 6 a/)d/d a / -f z^yx^^—èady 3 -f- 72/ 2 x , d/’dx 

-h iltf'xdydx* ; 

par rapport à x , ce qui donne 

\- 2 .y 3 x‘dxày -4- Sôf’x’dardy 1 + SfijPxdyàa? -f- 6/hlx 3 . 


La somme de ces quatre parties , égalée à zéro , formera l’é- 
quation différentielle 3*, et ainsi de suite. 

Rien n’empêche d’ailleurs de faire ces opérations dans tel 
ordre qu’on veut : ainsi on peut, si l’on veut, différentier 
chaque terme relativement à chacune des quantités x, y, 
dy, ày, etc. , qu’il renferme, avant de passer au suivant. 

Pour donner un exemple de cette manière d’opérer , soit 
l’équation /(x , y) ses o , on a la différentielle première , 


df 

dx 


d* = 


O 
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pour la deuxième , on observera que sont de simules 

1 dx dy r 

fonctions de x et de y ; opérant donc comme on vient de 
l’indiquer , on a 

^ • * x ' + 2 âSL àxdy U.WL ,I~* _l -if 


da:’ 


Axdj 


dy 


ÿ • d^=°. (,) 


Car p- da? donne par rapport à x 


df , 
dar* ‘ ÜX ’ 


par rapport à y 


àf. 


de même àjr donne pour x 


dxd/ 

pour 

d’/ 


àxdy ; 


dxdj 




pour jr. 


d*/ 


d y 


7 àjr*. 


pour dy, ^qui n’entre pas dans il 'donne 

àf 


dy 


dy J 
d 'y. 


L’equation (i)’, en différentiant chaque terme successive- 
ment par rapport à chacune des variables x, y, d y, d*y, qu’il 
renferme , et remarquant que d ly et d J j- n’entrent dans aucun 

i r àf d* f d*f df- 

des facteurs^, . , g*. réduisant d’ailleurs, 

donnera 


d y 


Üy **' + 3 Siÿ • «•***+ ff ** 

+ 3 Mî" ‘ ll ' ly+:> 7r •’ i - r,) ’ J '+57 • =» > 

et ainsi des suivantes. 
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CHAPITRE VI. 

. ' 


De V Homogénéité. — Théorie des infiniment petits. 


45. Dans les équations du n° précédent, les j—’f-, etc., 

ux pxuy 

sont des fonctions de a: et , sans dx ni' dy. Or , dans les 
formules du calcul différentiel on appelle ordre d'un terme 
la somme des exposans et des indices des différentielles qui y 
entrent comme facteurs. Ainsi d-r’, dy 1 , d<y , da:’ <iy , sont 
dits du 4 e ordre ; d.r m , d m jy, dy m , dy"(\x : ''~ n , sont de l’ordre m. 
On. dit iqu’une' formule est homogène par rapport aux diffé- 
rentielles, lorsque tous les termes sont du même ordre. La 
manière dont les équations différentielles se déduisent l’une 
de l’autre et de l’équation primitive en x et y, montre que, 
dans tous les cas où on les aura obtenues par cette voie , elles 
sont nécessairement homogènes; ce que l’on voit encore par 
les équations du n° 44- D’ailleurs on va prouver quesid.r=ù, 
et par suite toutes les différentielles sont, comme nous l’avons 
suppose, infiniment petites , toute équation différentielle qui 
n’est pas homogène , se partage en autant ef équations homo- 
gènes qu’il y a de termes d’ordres différens. 

A cet effet , -observons que si dans une équation 


A -f- a = o 


(•) 


« est infiniment petit, et A fini et indépendant de tout infini- 
ment petit , on peut en conclure les deux équations 


»*• 


A = o , « — o. 


k. 
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Car si A et a n’étaient pas nuis , on aurait 

a 

de sorte qbe A serait à la fois fini et infiniment petit , ou , en 
d’autres termes , si A n'est pas nul il sera fini , tandis que l’é- 
quation précédente prouve qu’il est infiniment petit. 

Cela posé , soit une équation . ' 

Ad" , j+BtIjr m +Cdx"+etc.+A'd m+ lr+ B,<1 ”J d;r *+ etc -) __ ô 
4 A.'d m + n + l j 4 B"d m jdj r "àx k + etc. j 

Dans cette équation A, B, C, etc. , sont des quantités finies 
indépendantes des différentielles, renfermant ou non les quan- 
tités x et j ; m > n > des nombres entiers positifs. 

Si on la divise, par dx", on a 


A ft+B^ + C + etc. 
dx" dx* 


4- A'd*.^~+ B ' Tiï dx " + etc - + A' 41 *** 


dx " 1 


à m J \ _ 
dx m 


= o. 


(0 


4- B" . d^dx* 4 etc - 

QX m 

Or , la première ligne ne renferme que des termes finis , et 
le reste ne renferme que des infiniment petits s donc, d’après 
le principe précédent , 

A^+B^+C + etc. =o, v 

dx dx* t ' 


ou 


Ad m j- 4 Btl^* 4 - Cdx m 4 etc. = o. 

Et l’équation (î) ne contient plus que les a* et 3 e lignes ; si on 
la divise par dx“ , elle devient 

4 1 *!® dx 1 "' ~ \dx m+ V dx* dx“ w 

Cette équation est aussi composée de termes finis , dont les 
coefficiens ont un accent ; ceux qui en ont deux sont infinis 
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ment petits ; donc 

Mà m+n y + B'd’Jfdx" -f- • • • = 0 > 

k!'à mJrnJrk .j H- B"d m j'd7' B dx‘ + etc. =o. 

C. Q. F. D. 

• 

46. De même qu’on distingue les termes différentiels de 

divers ordres , de même aussi l’on considère des infiniment 
' * # 
petits de différens ordres. Ainsi les dx , d jr sont infiniment pe- 
tits du premier ordre; d 'jr, dx 3 , dxdj - , dj- 3 sont infiniment 
petits du second ordre ; d m v y, dj -m , dx",’ etc. , ou m est po- 
sitif, sont infiniment petits de l’ordre m ; de sorte que deux 
infiniment petits du même ordre sont toujours dans un rap- 
port fini (*). 

D’après cela les deux principes du n° 3g s’énoncent ordi- 
nairement ainsi : 

i°. Dans toute équation l’infiniment petit peut se négliger 
à côté du fini. 

2 °. L’infiniment petit de l’ordre m -f- n peut se négliger à 
côté de celui de l’ordre m. 

Les démonstrations et les énoncés dudit n° 3<^ font voir le 
sens dans lequel il faut entendre ces deux -ci. 

• ; 

47 . Les infiniment petits jouissent de quelques autres pro- 
priétés qui nous seront utiles. 

D’abord , il en est quelques-unes qui sont si simples que 
nous n’avons pas jugé nécessaire d’en parler explicitement, 
quoiqu’elles aient déjà été appliquées depuis le commence- 
ment de ce livre : c’est que si u est infiniment petit, et a fini, 


(*) On peut conclure <le là que l’infiniment petit de l’ordre le plus élevé 
peut toujours être rendu plus petit que celui de l’ordre le moins élevé : car 
soient a, n et <t, n -n deux infiniment petits des ordres respectifs m et m — n, 


le rapport 


— étant infiniment petit , il est évident que a. m deviendra enfin 

tLm—n 


plus petit que puisqu’on peut rendre 

note des valeurs absolues. ) 


-< r. ( Il s’agit dans cette 


- 4 ; 
AS 
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u a sera infiniment petit, parce que pour rendre a »<£ , il 
suffit qu’on prenne et <[ ^ ; ce qui est possible. 

En second lieu, toute somme algébrique d’infiniment pe- 
. lits, eh noiftbre fini , est évidemment infiniment petite. 

3°. Si * est infiniment petit de l’ordre n , et si f(x) et f'(f) 
sont continus aux environs de x = x 0 , on peut conclure que 
f (x„ -+-«) — f(x„) du même ordre que « ; car 
J{x » + *) — /(x 0 ) + «/'(*„ + Cm) ; 


d’où 

/(x 0 4- «) — /(.r 0 )=«/'(x 0 -f-6«). C.Q. F. D. ^ 

Si l’on n’est pas assuré de la continuité de f'(x) vers aJ=x 0 , 
on peut du moins assurer que f{x 0 f-*) — f(&o) est infini- 
ment petit : car la courbe y = f(x) sera continue vers 
x 0 , et par suite «peut toujours être pris assez petit pour 
’que la différence des ordonnées f(x„ -f- a ) , f(x 0 ) soit aussi 
petite qu’on veut. 

4°. Toute série d’un nombre infini de termes, telle que 

A* -J- A 0 * m + A,« m > + Aa*" 1 » -f- . . . , (a) 

dans laquelle les nombres entiers positifs m, m,, m, . . . vont 
en croissant , et les coefficiens A, A OJ A,, etc. , sont des nom- 
bres réels dont aucun ne devient infini ; toute série de cette 
forme , dis-je , est infinimeut petite du même ordre que a.. 

Eu effet, soit C la valeur absolue du coefficient pour lequel 
cette dite.valeur est plus grande quq pour toute autre (il n’est 
pas nécessaire de connaître C , il suffit de savoir qu’il n’est 
pas infini ) , la série (a) sera moindre que la progression 

C«+C«* -f- C« 3 -f- etc. , 

qui est décroissante dès que «< t , ce qu’on peut supposer. 
Or, Cette progression a pour limite fi—C . — — , quantité 

A I —fit f 

’ . ‘ jg £ 

qui est du même ordre que «; car le rapport - = a 


r • . 


» 


■4 
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pour limite la quantité finie C : donc aussi la série (a) a une* 
limite qui n’est pas d’un ordre inférieur à celui de «, ou plutôt 
qui est du même ordre que a. 

Si le&exposans des différentielles dx , à y , etc. , ne sont pas 
entiers, il n’en est pas moins vrai que le terme de l’ordre le 
plus çlevé est infiniment petit par rapport aux autres : ainsi 

,i t 

d^* est infiniment petite par rapport à d^5 , car 


dr* dr ia , 1 
d jri dx 10 



quantité infiniment petite. On peut donc admettre que l’ordre 
d’un terme est entier ou fractionnaire , et nos principes sont 
vrais dans l’un et l’autre cas. Du reste lorsque nous aurons 
• à comparer des termes d’ordres fractionnaires avec d’autres 
d’ordres entiers , nous les traiterons d’après les règles de ce 
chapitre , sans spécifier toujours rigoureusement l’ordre. 

Enfin , si dans le calcul on considère plusieurs variables in* 
dépendantes, x, y,u, etc., les différentielles dr, dy, 
du , etc. , peuvent être supposées du même ordre ou non , à * 
volonté. ’ 
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CHAPITRE VIL • - 

Applications géométriques planes des théories 
précédentes. 


Tangentes, Normales ; Différentielles de Tare et de Voire ? ,1 
Théorie des contacti ; Cercle osculaleur ; Développées des 
Courbes planes. 

48. Trouver l’équation de la tangente en un point quel- 
conque d’une courbe f(x, y)=o (fig. 2 ). , 

Soit M le point de la courbe, x,, jr, ses coordonnées; la 
tangente aura une équation de la forme • 

J — Jf=a{x—x,). 

Or, pour que cette droite MG soit tangente, il faut qu’au- 
cune autre, menée par M, ne puisse passer entre MG et 1» 
courbe, immédiatement avant et après M; donc, toute 
droite ML, différente de MG, rencontre la courbe en un 
second point M' ; donc l’angle M'MK — GMK = infiniment 
petit, si PP' est infiniment petit; donc aussi 

tang M'MK = tang GMK -f- * ; 
mais d’un autre côté 


m'k Ajv_d.r, . 

tangMMK = w - — 


donc 


tangGMK+- = ^+, 


a étant infiniment petit comme *•; et, d’après le chapitre 


r 


précédent , 


d’analyse infinitésimale. 


a = tangGMK=ÿi. 

* dx l 
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L’équation de la tangente est donc enfin 

L’équation de la normale au même point est donc 

da:, • 

•\ * r-jr, = -r- 

49- Puisque la tangente et la sécante ne different qu’en ce que 
àjr esl remplacé par Ajr, il s’ensuit qu’on peut toujours consi- 
dérer la tangente comme une sécante qui a deux points infi- 
niment voisins communs avec la courbe ; les résultats obtenus 
seront parfaitement exacts , pourvu que l’on remplace tou- 
jours &jr par d y ; ce qui est conforme aux principes du cha- 

d* y 

pitre précédent, vu que ty — d jr + etc. , est du se- 

cond ordre. 

Ainsi, au lieu de calculer HM , HP , on peut calculer LM, 
LP (fig. 2 ) où les triangles semblables LPM , MM'K donnent 

r _ PM X MK A* 

LP= 5tk = jr v ' 


LM= 


PM X MM’ _ 


M'K 


=J 


AT 


donc la sous - tangente HP = y ^ , 

dj- 


, .4 l/dx*4-dr* 

la tangente BM =jr — — -— , 

valeurs qu’on trouverait au moyen du triangle rectangle HMP 
seul, puisque l’angle MHP = GMK a pour tangente-^. 
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De même on trouve, soit par la comparaison des trian- 
gles M'MK, MPH ( qui -, sous la même condition de rempla- 
cer A/ par cl/ peuvent être traités comme semblables ) , soit 
par le triangle rectangle MPC , soit enfin par le triangle rec 
tangle HMC , 4 


la sous -normale PC ~jr 


dx 


la normale MC = jr 


y/ dx^-j-dr 1 * 
dx 


bien entendu que x et y se rapportent ici au point M de 
la courbe. V • 

5o. Pour appliquer les résultats précédens, prenons l’équa- 
tion du second degré 

jr 1 -f- mx' -f- aqx '= o , 


d’où 

puis 


ydÿ + mxdx + qàx = o, 
mx -j- q 


djr 

dx 


y 


Ainsi l’on a pour l’équation de la tangente 

mx, -1- q 


J — Ji — 


(X — X, ), 


pour celle de la normale 

y — y> ■— 

pour la sous-tangente 


mx .-+-7 


(x — x,), 


r ‘ifl = ~ JÎ 

djr, mp,+ q' 


pour la sous-normale 

* d y, 

jr^^-mX.-q, 

etc. 

5i. Pour avoir la différentielle de l’arc, oii termine l’arc 


* 
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(fig. 2) à une abscisse AP=x, , puis on cherche l’accrois- 
sement qu’éprouve cctarc lorsque x, croît de PP'=A=sax— in. 
finiinent petit ; si l’arc termine' en x, est t, , cet accroissement 
MmM' est = aj , . Or , la partie de aj, qui est infiniment petite 
du premier ordre , forme la différentielle : car c’est cette 
partie qui, divisée par h , donne un rapport fini, tandis que 
les parties d’ordres supérieurs donnent des rapports infini- 
ment petits. 

Or on a 

aj, = MmM' > MM' = y/dx * -f- 

— \/ dx‘ -)- 4- inf. pet. du second ordre ( n° 47 , 3 °) , et 

Aj, Ma 4- M'a , 

(J V 

puisque l’équation de MG est jr — jr, = (t — x, ) 

En a , où x — x, ■+■ dx, , on a 

aV = jr t + djr, ; 

donc 

aK = aP' - MP = dj, , 

donc 

Ma = V dx', + dy\ , et M'a=A^,— dj- 1 =/"(x, +iA) . - » 

qui est du second ordre ; donc 


aj, < l/ dx’-f-d^* -f- inf. pet. du second ordre ; 
donc encore 

V 

Aj, = l/dx“ -(- d jrî -f- inf. pet. du second ordre, et 
dj, = \/ dx’+tlr; , 

ou généralement 

üj — V/dx a -)-d jr*- , 

5 a. La différentielle de l’aire , terminée à une courbe , à 
l’axe des x et à deux ordonnées ( fig. 3 ) ON , PM , se trouve 
en considérant que l’aire terminée à AP=x, est fonction de x,; 
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si x, croît de PP' =6ft = d.r, , l’aire croît de 

PP'M'M=PFHM+MM'H , ou PP'HM=PMxPP' =*r,dx, et 
MM H, est une partie de MHM'L = MH X M'H = dx, X by, , 
qui est du second ordre , MM'H l’est donc aussi ; donc, dans 
la différence PP'M'M, la partie du premier ordre est ^,dx,. 
Ainsi, ^(x,) étant l’aire, on a 

. :r , , , , d4 

dtp = rd x et =r : 
dx 

résultat, simple et remarquable. 


Théorie des Contacts. 


53. La tangente en un point x, , jr, d’une courbe a été dé- 
terminée par la condition qu’aucune autre droite ne puisse 
passer entre la droite et la courbe , immédiatement avant et 
après le point de tangence. On peut montrer à posteriori , 
qu’en effet il en est ainsi. 

Soit y — /(x) l’équation de la courbe ( fig. 4) , celle de la 
tangente ML au point x, , jr { ou M est 


dx, 


■*.k 


soit enfin une droite MQ différente de ML , et ayant pour 
équation 

T ~ T, = a(x — x, ) , 


puisqu’elle passe en M. 

Considérons sur ces trois lignes les points D,M', Q, corres- 
pondant à une abscisse AP'= AP -f- PP' = x, -j -h, on a r 
1 °. pour la courbe 

P'M' = /(x, + h) = jr, + • h -f- /"(x, 4- •*) - - ; 

dx, „ 2 


2 °. Pour la tangente ML , 


-A 


Digitized by Google 


d’analyse infinitésimale. 


8 9 


3°. Pour la droite MQ , _ * , 

P'Q=jr, + a(x—x.) ==r, + ah. 

Donc i°, * ’ , . v ' 1 

M'D=P'M'— P'D= /*(x,-f 7il)._ , infj pet. du second ordre ; 

2 °-> 

QD = P'Q — P'D= h Ça — est 8u P rem * er ordre. 

Donc , M'D étant du second ordre et QD du premier , on 
pourra prendre h assez petit, c’est-à-dire P' assez près de P 
pour que le point Q soit au-delà de M' par rapport à D, c’est- 
à-dire pour que M'D soit en valeur absolue plus petit queQD ; 
donc depuis P jusqu’à cette position de P', aucune droite menée 
par M ne pourra passer entre MD et MM'. C. Q. F. D. 

Si Q était au-dessous de D, on démontrerait pour des 
points pris à gauche de M. 

54. Ce qui précède se rattache à la théorie générale des 
contacts des lignes courbes, théorie qui repose sur la propo- 
sition suivante : 

Soit jr — f (x) une courbe donnée sur un plan , y'~ ${x') , 
y" = ^(x*) deux autres courbes dont les équations renferment 
des constantes ou coefficiens indéterminés ; si Von établit entre 
les coefficiens de y' ==. Q{x') les relations nécessaires et sujffi- 
santes pour que cette courbe y' = p(x') passe par un point x , , 
y, pris sur la première y — f(x) ( supposée continue autour 
de ce point) ; que de plus pour ce point , cest-ù-dire pour 
cette valeur de x ou de x , on ail 


dx, dx, ’ dx* dx*’ - '” dx," dx," ' 

si ensuite entre les coefficiens de y" = ->J.*(x) existent les rela- 
tions nécessaires et suffisantes pour que cette courbe passe par 
le même point r, , x, , et quen outre , pour ce point , on ait 


d ±_àf d— ’ -L _ d—'/ , 

dx, dx, dx," -1 dx,* -1 ’ 



. > 




i 
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je dis qu'aux environs du point x,,y, la courbe ÿ = tp(x') sera 
plus rapprochée de y = f ( x ) que jr" = 4-(x*) . . 

En effet , les ordonnées des trois courbes , pour l’abscissa 
x, + h , sont respectivement 


/(*, + h) = /(x,) + h + . . . 

4- l{ ’f‘ } ‘ n _j_ a a +'f(x, + 6h) A" 4-1 

. dx,* 'i.2...n ' dx," 4 " - 2...(n + i)’ 

+ *) -- ?>(•*,) <+• h+ ... 

d"p h n d' +'tpfa+d' h) A" 4 ' 

da:,* * 1.2 — zi dx x n ~*~' * 2. . .(/i «4- 1) ’ 

^(x, -f- h) = 4(x,) + A -{- • • 


d—ty 

dx," - * 


h”~‘ d— i4 -4>(x, + 6"h) h 1 - 1 >+• 

a.3 ...(n — i) dx,* -14 " 1 a. . .(rc — j'-j-i)* 


Soient (fig. 5) MN, MB, MS ces trois courbes respectives, 
M le point x,,j-„ PP' = h, de sorte que 


FN =/(x, -4- h) , FR = <p(x, + h) , PS = 4(x, + A) , 

... ) . , 

on aura les distances 

NR=®(x, + A) — /fx, -f A) , ±NS =/î*. + A) - 4(x, + A). 

T-'. 

Or, puisqu’en M les ordonnées /(x,) , ^(x,), 4C r i) sont 
égales , puisque de plus les relations (a) et (6) ont lieu, il 
est évident, d’après les valeurs de_/l[x,-f-A) . ç(x,-f-A) , 4<(x',+A), 
que NR est infiniment petit de l’ordre n- j-i , tandis que ±NS 
n’est que de l’ordre n — i + i ; donc on peut prendre A assez 
petit pour que NR soit moindre que la valeur absolue de 
zt NS : donc, aux environs du point M, la courbe MS s’éloi- 
gnera plus de MN que MR , de sorte que MR a un contact 
plus intime avec MN que MR. C. Q. F. D. 

i 

55. D’après cela on distingue des contacts de divers ordres 
l’ordre du 'contact s’estime par le nombre des coefficiens 
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différentiels qui sont égaux de paît et d’autre au point de 
contact. La théorie qu’on vient d’établir suppose d’ailleurs 
évidemment que pour x=xx, aucun des coefficiens différen- 

jy f ({«-H* y • t ... . . 

tiels, depuis y- jusqu’à -y-yy;, ne soit infini (ni imaginaire). 

Pour qu’une courbe y' — q> (x) puisse avoir avec une autre 
courbe déterminée y = f(x) un contact de l’ordre n en un 
point donné sur celle-ci, il faut que l’équation y' = 
renferme au moins n-f- 1 , coefficiens indéterminés pour satis- 
faire aux n -f- 1 conditions, ■* * 

'• Z*.-."’-- 

d"<p d "/ 


Ainsi l’équation de la ligne droite 

y — ax + b 


dx, m dx," 


ne renfermant que deux coefficiens, on ne peut établir qu’un 
contact du premier ordre avec une courbe donnée , sauf les 
cas *ou ]a nature de la courbe au point de contact élève cet 
ordre. ( On en verra des exemples. ) 

Si y—f(x ) est la courbe, on aura les deux conditions 


Or 


donc 


y' =Ji pour x — x. 


4r_ 

dx' 


dr. 

dx,’ 




d’ailleurs y' = y, donne 

y, = ax, -f b , 


d’où 


b = r. — 


<\y, 

“■“'■-•■S' 
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valeurs qui changent l’équation de la droite en 


àjr, . 

— J". = -T— {X X, 


I ) OU y 




dx. 


comme on pouvait le prévoir. 


*.) , 

’ A 


. Cercle oscillateur. Rayon de courbure. Développées , • 

Développantes . 

56. Comme l’équation du cercle rapporté à des coordon- 
nées rectangulaires est de la forme 

(*' — •)• + (y- ey= v \ («) 

qu’elle renferme trois constantes a., C, y , le cercle est suscep- 
tible d’avoir un contact du second ordre avec une courbe 
donnée. Dans ce cas, on l’appelle cercle osculateur, pour le 
distinguer des cercles tangens qu’on peut mener en nombre 
infini en un point d’une courbe. 

Or, soit y =f(x) l’équation de la courbe. Pour que le 
cercle (a) soit osculateur au point x,,y, de cette courbe, il faut 
donc que lorsque x' — x,, on ait aussi 

dy, dy' dy , 

dx, ’ da:'* da:* ’ 


r'-r ^ 
J —S'’ da:' 


ou encore qu’avec x' — x, on ait 

IBy * . &, . 

y = y£ dy' = dy, , à */ = Af t . 

4 t- y.' 

Mais les y’, dy' , d*y, sont données par les équations . 

** • . t 

3)*s=y, 

{x — a)dx' + {y — =0 I 

dx» + dy 4- (y — 0 ) dy' — 6. 

t 

Ainsi il faut que ces équations, en y faisant x' = x, y 
donnent 

y = y, , dy' — dy, , dy' =■ dy, -, 
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c’est-â-drre qu’elles soient satisfaites par la substitution de ■* 
ces valeurs ; donc «, y sont donne's par les équations 


,» • 


(*.■—)* +cr. — fr=Y\ 

(x, — m)dx,+ (y, — C) dy, = o, 

<lx? -+- iljr? -4- (jr, — C) dy, = O , 


1 ») 

( 2 ) 

(3) 


dont les deux dernières sont les différentielles de la première , 
et où y, , dy, , d'y, sont tirés de y =J{x). 

Par exemple , si l’on veut avoir le cercle osculateur de la 
parabole y 2 = ix , au point où x == 2 , et paf suite j"*== 4 , 
y = ±: 2 (nous ne prendrons qu’un des deux points, celui où 
x = 2 , y — 2 ) , on déduira de l’équation de la parabole 

ydy — dx , yd*y + d y\= o ; 
faisant y = -+- 2 , on a 

dy=±dx, dy=-;dy=^ldx'. 

On substitue donc dans les équations (i), (2), ( 3 ), les valeurs 

• il 

~ x .r, = 2 , y, = 2, dy, = - dx, , d’j', = — g dx“ , et elles de- 


viennent 


(»—•)* + (2-<3y = y\ 


r» * 

2 — a + i (2— fi) = 0 , 

¥ 

I 4 - ^ — g(2 — / 3 )=o 

• d’ou 

# 

2 — £ = 10 , £ = — 8 , 

puis 

2 — « = — 5 . 

et enfin 


" .V % ’ 

y‘ = + 125 ; 

d'où 

• * % * 


k- 


* * 


= \/ ia5. 




Ces valeurs de *, fc, y substituées dans l’équation* (n) , 




> 


» -e 
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donnent pour le cercle osculatenr demande 

(x — 7)“ + (J r '-+8)i= | a5; {b) 

. > ' • 

et, d’après le ri° 27 , aucon autre cercle mené par le point 
r=2,/-s n’aura en ce point, arec la parabole, un 
contact aussi intime , et ne pourra , immédiatement avant et 
après ce ppint , passer entre la parabole et le cercle {b). 

57. Reprenant les équations (1), (2), ( 3 ) de l’article pré- 
cédent , 

(x,— «)’ 4- Cr, -/*)*== y Y CO 

(x, — a) dx, 4 - (j> — & )4r*. = 0 > (O 

dx? + àjr\ 4- Cr. — Wy, = o, (3) 

nous en déduirons des expressions générales de -, fi, y ; 
l’équation ( 3 ). donne 

dx? -4- 


Xl -fi = 


dy, 


substituant dans l’équation (2) , on en tire *•’ • 

* » ' a 

x _ m = ( dx ' + i£\ » 

' dx, \ dy, J 

* 

Enfin, ces valeurs mises daDS l’équation (1) fournissent 

_ (dx? + dj-?) » 
y — dx,d y. 

On prendra le signe 4 - »» dy, est positif, le signe — dans 
le cas contraire ; on déduit aussi de là 

djr, /' dx? + dj-; \ 
x ' dx, \ dy , )' 

, dxj-fd^-; 

. I = /■ d jTÿ * • 

0 J' 1 A «• . 

Or, si de l’équatiôn de la courbe 011 tirçj-,, d?,, dy, en 
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fonction de x, pour les substituer ici, « et £ deviendront fonc- 
tion de x, , de sorte que l’on aura 

“ = /.(*.) , £ = /•(•*.)• (b) 

On aura donc ainsi les coordonnées du centre de courbure 
du point x,, j - , : car c’est ainsi qu’on appelle le centre du 
cercle osculateur; et si entre ces deux e'quations ( b ) on 
éliminé i, , il est e'vident que l’équation F(«, 0) = o qui en 
résultera sera celle du lieu géométrique des centres de cotfr- 
bure de la courbe proposée. Ce lieu géométrique se nomme 
la développée de la courbe donnée , dénomination due à ses 
propriétés générales , lesquelles vont être établies. 

58. Les équations (i), (2), (3) de l’article précédent ren- 
ferment x, d’un côté , de l’autre y, , d y, , d 2 y t , et, C, y, qui 
peuvent être regardés comme fonctions de x, , de sorte que 
si x, est remplacé par x, 4- h, toutes ces quantités augmente- 
ront respectivement de leurs différences, ou, en d’autres 
termes, ces équations peuvent être différentiées en regardant 
Ji,dy x , d'y, , *, fi, y comme fonctions de x, ; on a donc 
d’abord pour la différentielle de l’équation ( 1 ) 

(dx, — da) (x, —«*)-+- (d y, — d B) (y, — 0) = ydy , 
ou 

dx,(x, *) + dy,(y, — 0) — d*(x, — «)— Û0{j, —fi)— ydy ; 

et celle-ci , en vertu de l’équation (2) , se réduit à 

— d«(x, — «) — d 0{r, —fi) = ydy. (4) 

La différentielle de l’équation (2) est 

dx,(dx, — d«) + (d^-, — d0)dy, -f- (y, — /8)d s j-, = o , 
ou 

dx* — dx,d« -h drf — djy.d/S + (y, — ^d'^, — o , 
qui , en vertu de l’équation (3) , se réduit à 

* 

— dx,d« — dy ,d0 = o. (5 ; 

•» 

*; 

« 

w <. •• % ‘ 

• ** *f * 
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Rassemblons ces cinq équations , nous avons 

(X, -a)‘ + Cr. — ^)*=v% 

(x, — «)dx, l! ^i = 0 > 

dar* + d y* + (jr, — £)d*.Ti = 0 , 
(a:, — <*)det + (y , — £)djS = — ydy, 
dedx, + diSd^, = o. 

V. 

Cette dernière donne 


AB 

A ce. 


dx, 

’ 4r.‘ 


(O 

( 2 ) 

( 3 ) 

( 4 ) 

( 5 ) 


( 6 ) 


Or — est la tangente de l’angle que fait avec les x la 

* Am 


d* 


tangente à la développée au point *, B , centre de courbure 
de x, , rj , et cette relation montre que cette tangente est 
parallèle à la normale en x„jr t ,\ la courbe donnée : je dis, 
de plus , que ces deux droites se confondent : car l’équation 
de cette normale est 


y — J> = ' 


dx, 

4r> 


{X— x,) ou (7 — J‘,)c[r, + dx 1 (3r— x,)=o. 


Or , cette équation est satisfaite par jr — fi , x = * , puis- 
qu’elle devient 

Lr. + (*— x,)dx, = o , 

ou 

(x, — «) dx, 4- (f, — B) d J-, = o , 

équation identique en vertu de l’équation ( 2 ) , dont a , B sont 
une solution. 

Donc (Gg. 6) si MM' est la courbe donnée, 00' la déve- 
loppée , MO la normale en M , 0 le centre de courbure , 00' 
sera touchée en 0 par OM normale à MM' en M. Voilà donc 
une première propriété de la développée. 

En second lieu , l’équation ( 2 ) devient , en vertu de l’équa- 
tion (5) , 

(x, — »)Afi — Cr, — /3)d* = o , , 


:r 
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jr, P £ i 


substituant dans l’équation (4), on en tire 


•97 


par suite 


x, — • 


— ydy d« 

d«’ + d/f a ’ 


r _ fi — ~ 

- 71 P — d«*+d/S a * 


Ces valeurs, mises dans l’équation (i) , donnent 
d«*+dj3*=dy\ 

Or, si nous appelons <r l’arc de la développée, terminé 
au point a, fi, nous avons (n° 44) 

d<r = Ÿ d«* -f- dS*, 

donc 

dr ~ d> . 

Mais as et Ay ne diffèrent respectivement de àt et dy que 
dans le second ordre ; donc 

a<T as ± Ay. * 

Pour interpréter ce résultat, on distinguera deux cas; soit 
d’abord ( Gg. 6) 0,0' les centres de courbure respectifs de 
M, M' , de sorte que si P p = A= ax, on ait pour les coor- 
données de 0 , 

«,,8 et MO = y , 

pour celles de O' . 

* + au, (S. -f- a.ô, et MO' = y -(- Ay. 

D’ailleurs l’arc terminé en 0 étant <r, on aura 


A<r — + 00'. 


v - , 


A 
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Mais Ay = M'O' — MO , qui est négatif ; donc ici 

, Acr= — Ay et 00' = MO — M'O' * 

ou 

MO = 00' + M'O'. 


Donc, si MO est un fil et qu’on enveloppe ce fil sur l’arc 
00 ' en partie , en le laissant toujours tangent à 00 ', lorsqu’il 
aura pris la position M'O', son extrémité sera en M~ puisque 
00' M'O' = MO; et comme ce résultat est vrai , quelle que 
soit la grandeur de l’arc 00 ', on en conclut que, pendant que 
le fil OM s’enveloppe sur 00', le point M décrit l’arc MM'. 
Dans le cas de la figure 7 , les notations restant les mêmes, 
on a 

A<r=00', y = MO, y+Ay = M'0', et Ay = M'O' — MO , 


qui est positif ; donc 


Ar ~ -f* Ay , 
00' = M'O— MO, 


MO' = MO -f- 00', 

et l’on en déduit la même conséquence. 

Donc i°. Toute tangente à la développée est normale à la 
roûrbe primitive, quon appelle la développante, et le point de 
contact est le centre de courbure du point, où la développante 
est rencontrée par cette normale ; 

2 °. Si l’on attache à un point 0' de la développée un Jil, 
qu’on enroule ce fil (fig. 6 et 7 ) sur l'arc 0 " 0 ', et qu'on le 
tende en O'M' jusqu’à la développante M'; si ensuite (fig. 6 ) 
on le déroule de dessus O'M" de droite à gauche , le point M' 
décrira la développante sur la figure 7 : résultat semblable. 


5q. D’après ce qui précède , une courbe plane n’a qu’une 
développée située dans le même plan : l’inverse n’est pas 
vrai; au contraire, à une même développée répondent des dé- 
veloppantes en nombre 11 fi ni. ’ 


» 
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Ainsi , soit ( fig. 7 ) ÜO'O'’ une courbe donnée à volonté ; 
inenons-lui en un point O uue tangente OM ; prenons sur 
celte tangente, à volonté, un point M; faisons maintenant 
rouler la tangente sur la courbe OO'O" , de manière qu’elle ne 
glisse pas (ou imaginons que ce soit un fil , comme dans le 
n° 58) , je dis que M décrira une développante de OO'O". 

En effet, d’après l’énoncé, on a déjà 

MO + 00' = M'O'. 

Il suffit donc encore de prouver que MO est normal A la 
courbe MM'. Pour cela nous supposons l’arc 00' infiniment 
petit, et la courbe 00' étant continue, l’angle MIM’ et les dis-» 
tances 01 ,0'I seront infiniment petits , de même que la corde 
MM' : donc dans le triangle MIM' , les côtés MI , M'I ne dif- 
fèrent que d’un infiniment petit, puisqu’il en est ainsi de 
MO et M'O'. Donc aussi les angles a et b ne diffèrent que 
d’un infiniment petit ; et comme I est aussi infiniment petit, 
on aura 

a — go° — inf, petit. 

Mais si en M on mène uue tangente MG, l’angle GMI est la 
limite de donc 

GMI ~ a -f- inf. petit = go° -+- inf. petit ; 
c’est-à-dire , 

GMI = go°. 

Donc OM est normal à la courbe MM' ; donc 00' est la dé- 
veloppée de MM', qui est par suite une développante de 00'. 

C. Q. F. D. 

60. La développée est le lieu des intersections successives 
des normales , c’est-à-dire que si l’on mène (lig. 7) à la déve- 
loppante deux normales MO , M'O' ; que l’on cherche les coor- 
données du point I où elles se coupent, on trouvera que, si 
MM' est infiniment petit, ces coordonnées ne diffèrent que 
dans l’infiniment petit des coordonnées correspondantes du 
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point 0, de sorte que le lieu géométrique des points tels que I 
se confond avec OO'O", en supprimant les infinimént petits à 

côté du fini. . . 

En effet , l’équation de la normale au point M , a la courbe 

MM', est 

da:. , . 

Les coordonnées de M' étant x, + A*, , y, + ày , > la nor ' 
înale en M' a pour équation , 

v r _ ûr = - *<*!+-**' } (x - x, - a,). 
jr—y> AT» d(j-, + AJ-.) ^ 

Ces deux équations, en supposant aï, indépendant de x„ et 
par suite , dAx, nul , peuvent se mettre sous la forme 

{y — + (* — = °> (m) 

(i y — y, — \y x ) (dy t -b ('47" i) + — x < àx , )dx, — o. (") 

Pour chercher le point I , on combine ces deux équations ; 
en ôtant la i” de la a , ou a 

- (y -*-y, — Ay,)dày, — Aj-.dr — Ax.dx, = o , ( p ) 


d’où 

Y J 1 da^, 

valeur qui, mise dans (m), donne 


■ — j". = + v. . 


d r, /4r.< lr . + Ax,d*, 


d r, Y Vtir, 

x< — dx, ' \ d 


iar. 


4- 4r 


')• 


Or, si l’on nomme «„ *s des infiniment petits du a' et du 3 
ordre, on a 

sy K = dft +j3», dA r, = d* j, + «.3 ; 

d’ailleurs, Ax, = dx, , et les valeurs précédentes prennent la 
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loi 


forme 


j—jr, — + infin. petit, 

dr. dx* dr* . 

. • x — x. = — f- • — — — - + infin. petit, 

dx, . d ‘y, 

Or, si l’on compare les valeurs de x, y, coordonnées de 1, 
tirées de là avec celles de a, 0, coordonnées de O , et données 
au n° 57, on voit que tt et i, 0 e t y ne diffèrent que dans 
l’infiniment petit. C. Q. F. D. 

On aurait pu aussi arriver à cette conséquence , en substituant 
dans l’équation dy, + a, pour A y , , et d*^ a 3 pour Ad^, et 
simplifiant, d’après les principes sur les infiniment petits; 
on aurait eu 

dx', + dy* + (y —y,)dy< = o, 
avec ( y —y,)dy, 4- {x — *,)dx, = o , (m) 

qui ne sont que les équations (2) et (3) du n° 5 7 , en rempla- ■* 
çanl x par «, y par 0 : donc , le point x, y est identique avec 
le point a, 0. 

61. Trouver la développée de la parabole 
y 7 = akx. 


On déduit de là 


d’où 


(•) 


ydy = *dx, 
yd’y+ dy* = o ; 

, kdx 

*? = T‘ 

dr’ k 7 dx 7 


♦ 


Substituons ces valeurs dans les formules du 11 0 05 , en sup- 
primant les indices , on a 

dy(dx‘ + dy 7 ) __ k / k\ y 

dtd 7 y y \ + y 7 ) X k 7 

^ I+ ïl+± =x + 7 Jî + i’=3*-M=. W 


k 

a- r+ d £±j r = _r±± (3) 
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Pour avoir la développée, il faut ( voy . n° 5 ^) tirer de (i )y y 
pour le substituer dans ( 3 ); puis entre le résultat obtenu et (2) 
éliminer x ety, ou, ce qui revientau même, entre (i),(2),(3) éli- 

CL — k * 

miner x et y ; à cet effet , de (2) oh tire x = — - — , de ( 3 ) or» 

• O 

tire y = — (8Æ S ) ' • 

Substituant dans (1) , il vient 



ou = 8(« — k)\ 

équation du 3 ' degré ; on la discutera plus tard , pour en re 
connaître la forme. 

62. Trouver l’équation de la développée de l ellipse 

a' y* -f- b’x' 1 = ai‘b* ; (0 

on en tire les deux équations différentielles 

, b* x 

a * rdy 4 - b*xdx — o ; d’où d y = . — . dx, 

^ Cl j 

a? y d* y -f- a a dj ra + b 7 dx 7 — o. 


Mettant ici pour d y sa valeur, on eu déduit 

- . ( b l a'y* -f- b'a'x') 

o'yd'y — — dx*i - 

a y 


b “ , M 

= {d’y 7 b 7 x') da: 1 = d.r ' , 

a‘y‘ J y 


puis 


à* y = — 


Donc (formules du n" 5 ^), 


a 7 y* 


• d* 3 


b 7 x a' y 7 -4- b [ x 7 / a 3 r j \ 

_ (a^y* -f- b'x 7 ) {adb 7 — a*y 7 — b'x’) 
_ x — x _ x -4^ 

= — u 7 y i ) — b'x 7 ] — ^ ( a 1 — b') = et. 


a * 


* / 
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Io3 


« a' — b* 

Posons = A, 


nous aurons 


?-ï*. 


« 


on a ensuite 

q\ y" 1 -I- b*x* a? r * 3 y 

e = r — !L s7— *'*•) 


fdb'' — a'jr* — Aijr’X [~ b\a'b l — b'x') — 

Ma* /“"• r L Ma* J 


= £.(b-a>) = H, 


l) 8 - fl* # ^ 

posant — -r = — |3, on déduit de ià 


« = - 0- 


B = 


M — < 


( 3 ) 


Substituant ces valeurs dans l’équation de l’ellipse , mise sous 
la forme 

(f\ 


»'+©’- 


on a l’équation de la développée 


iy + g ) 5 = 


Celte équation , dont la forme ressemblé d’une manière re- 
marquable à celle de l’ellipse, qui est au-dessus, peut se mettre 
sous forme rationnelle ; â cet effet , posons 


- * 

A--» B = < ’ 


et tirons 


d’où 


u 3 = I — t 3 , 


/Î\ J *4 »/4 \ 

«* = (i — t 3 ; =i_ 3/ f -i-3t s — /*=i— i), 

. 


M ; 


Ar x 


'■fd 
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io 4 

et 

«* + <»—,= 3<* (/5 - i) = - 3«^ t"‘ r 

enfin , 

(“’ + f — i) 3 — _ 271*»*=“ , 

équation du 6' degré; on a donc enfin 



63. Trouver l’ équation de la développée de l'hyperbole . 

Il suffit de changer, dans les calculs précédera, b en b i ; 

ainsi l’on fait 


et posapt 


A - a l±J!l W a '+ b * 

a ’ b\/ — i* 

B 


a* + 

B = —r — , ou B = ; 


1/-,’ 


<jp a , au moyeu de l’équation (4) du n” 55 , pour la dévelop- 
pée de l’hyperbole < 


U 1 » ~ ‘J ~ W*‘ ~ ° 
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CHAPITRE VIIÏ. 

iSrtiïe des Applications géométriques planes. 

• .*• . > • . 


Asymptotes rectilignes des Courbes. — Angle de contingence. 


64- On peut obtenir les asymptotes en les regardant comme 
des tangentes dont le point de tangence est à l’infini , c’est-à- 
dire, comme les limites des tangentes. 

A cet elfet, on distinguera trois positions principales de 
' l’asymptote : i°. inclinée aux deüx axes ; 2 0 . parallèle aux x ; 

3°. parallèle aux y. 

i°. Pour trouver les asymptotes telles que LI (fig. 8) , on 
conçoit en un point x, y ou M , de la courbe, la tangehte 
MH, qui coupe les y en H. L’ordonnée du point H est 

(J V (] y 

y — x ; d’ailleurs, tang MGx= y- ; or on supposera 

que le point M aille à l’infini, c’est-à-dire, on supposera -, 

x=oo; si ^ prend, dans ce cas, une valeur k, et y — x 
%/ ' 

une valeur /, on a pour l’asyinptotc LI , l’équation 
y = kx + l. 

soit, pour exemple, l’byperbole donnée par l’équation 


y = «x-f- b +\/ 8?x‘ -f- ipx -J- q , 
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C lT_ a | d'X + p 

^ x V 8’x“ -f- 2 px -+- q ’ 


y — x-p = 6- f- s/'Q'x* vpx + q ; ■ - X 

1 ^ v Ô’x a -f- a ,px -+- q 

= *4- P x ±l 

\/ -+- 2 px + 9 

Ht" 

Dans cette expression et dans celle de -y- on divise les deux 

termes de la partie fractionnaire par x , puis faisant x — oo , 
on trouve 

k = a +6, l = b+£ ; 
d’où , pour l’asymptote, l’équation connue 
y = (a + 8)x + b +?. 

Si l’équatiou de la courbe ne peut être résolue par rapport à 
y, ou si l’expression de y en x est compliquée , on pose 


d'où 


<\r _ 

dx . 


ày . 

— s, y~* x fa — y — sx ~r 


dy=tsdx, y = sx-\-t. 


On substitue ces valeurs dans l’équation et dans sa différen- 
tielle, puis on fait x infini; en remplaçant r par k , et / par l. 
Soit, pour, premier exemple, l'équation générale du second 

deg«S ... 

A y 1 + Bxy -f-Cx* -fDj--f-Ex+F = o ; 
sa différentielle est u 


zAydy + Bx.l^ -f- B^-dx -)- Dd^ -j- Ed^ = o. 
Substituant pour y et d y les valeurs ci-dessus, on a 
A (rx -f- /)* -f- B (tx* -f- tx) -f- Cx“ -f- D(sx -f- /) + Ex -f- F .= o, 
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et 


iKs(sx — f— /) — (— Bjx 4 - B(ax + 0 + aCx 4- Da 4 - E = «>. 

De la seconde , multipliée par x , je retranche le double de la 
. première , et j’ai 

C — aAt* — B/r — Dax — 2Üf — Ex — 2F = o. • 

Divisant la première par x’, celle-ci par x , et faisant x= 00 , 
on a 

Ai* + Bj -|- C = 0 , Bt 4- Di 4- E = o ; 

d’où > / 

B ^. yB»^-4AC . — Di — E 

2 A 2 A * B 

ou 


, _ DB — 2AE zp V/B* — 4 AC 
> = aAB 

valeurs connues. 

Pour second exemple, preuons 

ÿ* — — Zaxjr 4 x 3 =o ; 

d ou 

y'ày — axijr — ajràx 4- x*dx = o ; 
mettant ici 

d y = *dx et jr = sx 4- 1 ; 


on a 


(sx 4- t) s — 3 ax(ix 4 - 1) 4- x 3 = o, 
(sx + t)*i — 2 asx — al 4- x’ = o. 


(«) 


La seconde, multipliée par x et retranchée de la première, 
donne 

t 

j’x 1 / 4- zsxP 4- 1 3 — asx' — alx = o. • (b) 

Divisant (a) par x 3 , (b) par x* pour faire x infini, on trouve 
a 3 4- i = o, 

i’t — as = o, d’où a = — j , tc= — a. , 

Tl y a donc une asymptote qui a pour équation 
y — — x — a. 
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2°. Les asymptotes, parallèles aux x (fig 9) , se trouvent en 
même temps que les précédentes! ^ a dans ce cas pour li- 
mite o, et y — -x-~ a une limité finie. 

’ J dx a 

3 *. Enfin, pour les asymptotes parallèles aux y (fig. 10) , 
on cherche AG = x — y j-_. Si pour y = 00 , cette expres- 
sion est finie et égale à c, taudis que y est infini, on aura 

x — C 


pour l’equation d’une asymptote. 

Soit pour exemple de ce ca$, la courbe 

(.r* — x — 6 )y =1, | 

d’oti (x‘ — x — 6 )i]y + y(ax — i)d.z = o, > (cV 

ou ^ i\y -h /(sar- i)dx.= o ; ' 

puis posant 

dr 1 dx 

T- = ~ et x — y — r=rx — v y = K, 

dx y af 

on a ' ' 

dx = ydy, x — u — yy i 

substituant dans les équations (c), il vient 

(u 3 — 2y U y 4 - y 'y* — U -f- y y — b) y = 1 , (d) 

y*(2u — 2y y — i)y -f- 1 = o, 

i 

on multiplie la première par 2, et l’on ajoutera 
» . yu 3 -h 2Ü , y—2uy — i2y — 1 = o. (e) 

Si dans ( d) et (e) , on fait y nul, on a , pour la première , 
(«“ — u — 6 ) y = 1 , 

pour la deuxième, 

. 3 X(u a — * u — 6) = t . 

Divisant par y, et faisant y co -, il vient 


h 3 — u — 6 — o , d’où u ±= 3 , u — — 2 
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on a doue les asymptotes 

. x = 3, x= — 2 . 

Du reste , pour avoir ces asymptotes , il suffit de chercher 
les valeurs finies de x qui rendent jr infini. 

65. Angle de contingence. Si (6g. 1 1 ) en deux points M et 
H d’une courbe, on mène les tangentes NO, MO, 1 angle 
NOM de ces deux tangentes est une fonction des abscisses des 
points N et M; si l’on nomme p cet angle, et qu’on fasse 
croître AP de PV = h, l’angle p croîtra de sp ; or, dans le 

triangle 100', on a NOM = NO'M' +- 010' , d’où. 

010' = NOM — NO M' = — A<p. Mais A<p = d<p + etc. , etc. 
C’est dp quon appelle l’angle de contingence, qui est donc 
éçal à la partie -du 1 " ordre dans 010' ou M'IK ; ainsi , c est 
Y angle infiniment petit de deux tangentes voisines MI, M'I. 

Pour en trouver l’expression , on remarquera qu’un angle 
infiniment petit ne différé de son sinus et de sa tangente que 

dans le second ordre , puisque ne diffère de l’unité que 

tang (dp) 

d’une quantité infiniment petite , de même que s j n ^ e 

tang (dtp) 

d<p ' 

Or, si l’on mène les normales MQ, M Q, on a 

. M'IK = Q ; 

mais . „ 

* siu Q t sinQMM' MM' : QM , 

, , • » » 

et 

QMM' =i»- — «*,, MM'=ds+/3 4 , QM'=y-f-«',, 

ds étant la différentielle de l’arc (n°4i), y le rayon de cour- 
bure, *' des infiniment petits dont l’ordre est marqué 

par l’indice: l’équation QM = y -+-*,> résulte d’ailleurs de 
l’article 53 , où l’on a prouvé que le centre de courbure du 
point M', est la limite de Q, intersection des normales. Ces va- 
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leurs, substituées dans la proportion, donnent 


sm ap = 


sin Ç^x (.b -f fi t ) 

y -h », 


d’où 


car 


d.v 


dp ou sin dp == — ; 

y 


sin (i = i — •" ■ 


Si l’on prolonge les tangentes en M etM', jusqu’à la rencon- 
tre de l’axe Ax en L et L' y on voit que l’angle de contingence 
est encore égal à la différence des angles MLjt, M'L'x que ces 
tangentes font avec Ax. On trouvera sans peine qu’il est encore 
égal à l’angle SM'T, formé par deux cordes infiniment petites 
MM', M'S qui partent de M'. 
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CHAPITRE IX. 


Suite des Applications géométriques planes. 


A. . . ‘ 

Points singuliers des Courbes planes. 


66 . Maxima. Ce sont les points où l’ordonnée est plus 
grande qu’à ceux qui l’avoisinent. Les figures 12, i 3 , 1 4 » *5 
montrent les différentes espèces de maximum. 

Dans les figures 12 et i 3 , au point M où l’ordonnée est maxi- 
mum , la tangente est parallèle à l’axe x , de sorte qu’en ces 

points la condition =0, est nécessaire ; mais elle ne suf- 


fit pas, et il faut en outre, ou que (fig. 12), aux points met m , 
infiniment voisins de M , pm et p'm' soient tous deux < que 
PM , ou que (fig. i 3 ) l’une de ces ordonnées étant imaginaire, 
l’autre soit < PM. En d’autres termes, si /(x,) est maximum , 
il faut que /'(*,) soit nul et que /'(x,) — /(x, -f/;) ne change 
pas de signe avec h, pour des valeurs très petites de cet ac- 
croissement, et qu’il soit positif. 

Or, 

/(x, + h) = /(x.) +/'(*,) • h+f\x,) . h - +/>,+•*) • 

d’où . ' 

/(^.) -*-/<*,. + *) = “ /"(*■) J ~ /■(*. + «*) ■ O* • 

puisque est nul. . , . 
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Or, si y" (x,) n’est pas nul, cette différence sera, pour des 
valeurs très petites de h , du même signe que f°(x,); donc 
pour qu’elle soit positive , il faut et il suffit que f"(x, ) soit né- 
gatif ; alors les deux différences 

/(*.) — f(*, + h) et f(x,) — /(x, — h) 
sont positives. 

Comme il peut se faire que f\x,) soit nul , on remarquera 
généralement, i°. que si / ,n (x,) est parmi les dérivées, la 
première , à partir de /"(x,) , qui n’est pas nulle , il y aura 
maximum, si elle est négative ; 2°. mais que si la première des 
dérivées de /(x,) qui ne s’annulle pas est d’ordre impair 
/ a * +, (x,), c’est qu’il n’y a pas maximum, et la courbe pré- 
sente une des circonstances de la figure 16 en M et M'. En 
effet , dans le premier cas , on a 1 


/(x,)— y(x,+A)=-~y^ n (x ( ).— 

7j- b 7,qii+i 

/(X,)-r-/(X,— A)=— /“"(X,).- — +/”’(X I — (lh).~ — ; 

2. . .2/1 3...2H -j-t 


quantités, qui pour des valeurs très petites de h , sont posi- 
tives , si /'"(x,) est négatif. 

Dans le second cas , ces deux différences sont de la forme 


.0 . . , . .s 

/(x,)— 

/(x,)— /(x;- h) = /“+■(*,) . 


h' 

2.3. . .(2/iq-i) 
A 3 »* 1 * 1 

2.3. . .(2/l-f-l) 


Ah* n+ -, 


Donc , la première est de même signe que f n+ ‘(x ,) , lorsque 
h est infiniment petit, tandis que la deuxième est de signe con- 
traire. 

Donc, si la première est positive, la seconde est négative,* 
c’est le cas du point M'(fig. 16) où f (x,)=M'P' , f (x,-f h)=nq, 
/(x, — h)—riq‘ ; M'P ' — nq est positif, c’est-à-dire M'P'^/iy ; 
M'P — riq’ est négatif, c’est-à-dire, M'P'^n'y. C’est le con- 
traire en M. 
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La figure 1 3 prc'sente en M un maximum pour lequel, en 
nommant encore x, l’abscisse AP ,f'(x,) cstaussi nulle; mais, 
comme f{x) est réelle, tant que x<^x,, et imaginaire, dès que 
x>x,, , il est impossible que les coefficiens différentiels 
/'(*.), f m {x,) soient tous finis, sans quoi les développemens 
de f (x, h) et de f(x, — A) seraient tous deux réels, ce 
qui est faux. Ces sortes de points se reconnaissent en ce que, 
outre la condition f\x ,) = o, 1 ’ordonne'e f(x, -+-A) réelle et 
double pour A négatif et très petit, devient imaginaire pour 
h y> o , ou réciproquement. 

Les figures 14 et i 5 montrent des maxima où la tangente 
est perpendiculaire aux x, et où , par conséquent, ~~ est in- 
fini : on les distinguera donc par ce caractère et par l’examen 
des valeurs de f{ x , -f- A), f[x , — A), x étant = AP. 

6 r j. Minima. Les différentes espèces d e minima, c’est-à-dire 
de points où l’ordonnée est moindre qu’aux environs, sont 
indiquées par les figures 17, 18, iqetao. Une discussion sem- 
blable à celle de l'article précédent ftiontre , i°. , que pour la 
figure 17, si x,~ AP, on a f(x,) — o , et que de plus, parmi 
les quantités f"{x ,) , r T* ,) , etc., la première , qui n’est pas 
nulle, doit être d’ordre pair, et positjve; 2 0 . que, pour fig. 18, 
(î y 

on a encore — = o ; mais qu’il faut examiner directement 
ax 


/(x,-|- A) etf(x, — A); qu’aux figures 19 et 20, f'(x t )=co, 
et que le minimum se reconnaîtra par l’examen des valeurs de 
f(x , -f- A) et f(x t — A). Tout cela va s’éclaircir par les exem- 
ples suivans. 

Si d’ailleurs, en un point d’une courbe, f'(x,) n’est ni nul, 
ni infini , il ne saurait y avoir en ce point ni minimum ni maxi- 
mum, pourvu qu’aucune des dérivéesy’ (x,), etc., ne soitinfinie 

/(*, + *) — /(*.) = '*/'(*«) + + flA ) » 
différence qui change de signe avec A. 

68. I e ' Exemple. 

r = b — (x — a )4, 

8 
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"4 


on a 


% = - 4(*— *).\ = — «(* — *)•» 


dx* 


dx 3 _ dx* 4 ' 

dr 

Si l’on fait ~ = o., on trouve x = a , et par suite J— b . 

(J* y cj^y 

Cette valeur, x ra annuité -r~. y mais non pas 

dx À dx J r 

d4 y 

g^j-, qui est négatif; donc il y a maximum au point i r. a, 
y — b. C’est le cas de la figure 12. 
a* Exemple. 


Ici, 


4r 

dx 


J — b - {- (x — a) 3 . 

#jr 


d 3 ^ 


= 3 (*■—«)*. jx* = = 6. 


dx 3 


«Ir . 


Comme pour x = o, o*a~=o,et que le I er des coefii- 
ciéns différentiels subséquens, qui n’^t pas nul avec x ~ a, 

d S y é • 

est-— qui est d’ordre impair, il n’y a à ce point ni maxi- 
mum , ni minimum. 

3 e Exemple. 

O — * -K* — »)]* = (* — 0 S ; 

d’où 

ÿ = 2 — (x — i) a [1 ± {/ x — i] = 2 — (x i)’dt(x — 1)* * 
puis 

dy 5 3- 

£ = -.(x- 0 ± 

g 

Z* 
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Jy _ 

Dans ce cas, est o, lorsque i= i, qui donne y =2. 

J3 y 

Or, est infini pour x — i ; donc, en posant i =sx,, 

on conclut que f{x, -f- A) ne peut plus se développer par le 
théorème de Taylor ; mais l’équation de la courbe , si l’on y 
fait 

x = x, -}- h — i + A, 

•donne 


y = 2 — & ± ^ ■ 

On voit que si (fig. 21) M est le point x= 1 , y = 2, pour 
toute valeur positive de A, c'est-à-dire, pour toute abscisse 
plus grande que AP=i , y a deux valeurs, et l’on a deux points 
de la courbe), tandis que y est imaginaire pour les valeurs 
négatives de A ; ainsi la courbe ne s’éteud pas à gauche de MP, 
et les deux branches dont elle se compose, touchent en M la 
droite MK parallèle aux x. Pour savoir si en M il y a en effet 
maximum, reprenons les deux valeurs de y séparément. 

.5 

L’une, y — 2 — h‘ — A” , 


est toujours plus petite que 2, et diminue indéfiniment à me- 
sure que A augmente ; elle donne la branche MI qui coupera 
bientôt l’axe Ax, pour descendre au-dessous et s’éloignera 
l’infini. / 

. s 

L’autre, y = 2 — A* -f- A‘ 

s ! 

est plus petite que 2 , tant que A’ > A* ; 

I I 

d’où 1 ]> A“ , ‘ ou 1 < A. 


Elle redevient égale à 2 , lorsque A= 1 , c’est-à-dire , x^=2. 
Ainsi, prenant AQ —2, menant l’ordonnée QK jusqu’à MK, 
cette seconde branche de courbe est de M en K au-dessous de 

5 

MK ; mais dès que A 1 , on a A* ]> A*, et par suite, r> 2 . 

8.. 
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Donc le point M est un maximum du genre de la figure i3. 

• 4”- (> — if 4- i x — (» —y)*]* = ° ; 

d’où 

— 3(t — y)’Ay + 2 [dx + 2(1 — y ) . A y] [x— (1 — ^)‘] = o. 

dr z[x — (1 — yT] 

dx 3(i — y)‘ — 4(* — J-) [x — (1 — ff] ' 

comme l’équation de la courbe donne 

*-(!— J)' = ijr-xy , 

on a . 

dr __ 2(r— 0» * 

dT 3tr— o*+4Cr— 0* 3Çr— «F-MCr— 0 

Cette valeur devient infinie pour ysssi , ce qui donne 
a* — o. D'ailleurs l’équation de la courbe montre que si y est 
< i , x est imaginaire ; donc , y = i est un minimum. Ainsi , 
puisque y= t donne x == o, en prenant AM= i, le point 
M(fig. 22 ) est celui où il y a minimum. Mais de l’équation de 
la courbe , on tire 

x = dfc (y— O* +(f— 0 ‘ = (jr— 1) (y — t±. V^y^i)- 

La première valeur de x , c’est-à-dire, 

x = (y — 0 (y — 1 + V y— «)> 

montre que x cjcpît depuis o jusqu’à l’infini , si y croît de i à 
00 ; elle donne donc une branche MD , qui , tangente en M * 
l’axe ky, s’éloigne à l'infini. 

La deuxième valeur de x, 

x— (y— 1) (y — 1 •— Vx, — >)» 

est négative , tant que y — i < V y— » » 

où tant que , V J — } <>i , 


♦ 


Digitized by Google 




d’analyse INFINITÉSIMALE. I I 7 

ou y < a. 

Ainsi, de y — i à y — 2 , elle donne la branche MCB qui 
touche l’axe ky en M, s’en éloigné à gauche, et revient le 
couper en B où BA = a. Dès que y >,2, on a 

• y — » > V y — '» 


et la valeur de x augmente sans limite, si y va jusqu’à 00. 
D'ailleurs les deux branches n’ont de commun que le point M. 

5 * Exemple. (a — yŸ = (x — b)*, 


y — a — (x — b) 3 , 

£~ 


Or, soit (fig. 23 ) M le point xzxb, y=a=a; ou voit que la 
courbe y passe, et que ^ y est 00 , c’est-à-dire, qu’elle 
est tangente à l’ordonnée MP. Si l’on fait x = b ■+■ h, on a 


a 

y = a — h*, 

quantité moindre que a, quel que soit A, positif ou négatif ; 
donc, en M, il y a maximum, comme la figure le montre, 
Les figures 28 et 29 montrent la première en C et la deuxième 

en M, un minimum pour lequel ^ n’est? ni nul, ni infini ; 


ces circonstances seront examinées au n° 70. Il y aurait encore 
d’autres remarques à faire sur ce sujet , si l’on voulait l’é- 
puiser. 


69. Inflexions. Ce sont les points où la courbe passe d’un 
côté de la tangentes l’autre, la tangente étant, bien entendu, 
menée au point même où ce passage se fait. Dans les figures 
a 4 , a 5 , 26, M désigne l’inflexion. * _ . * 

11 y aura inflexion , comme aux figures 24 et 28, pour les 


« 


« 
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points où est o, si l'abscisse x=zx„ dont la valeur annulfe 
d a jr . . „ . d T r il ( r . , 

ne rend pas infini y 5 ^,, ~~ ,...., et si le premier 

de ces coefliciens différentiels qui n’est pas annullé par x=x,, 
est d’ordre impair. En effet, supposons que a: = a:, annulle 

d*r d 3 jr . ,, d‘“r . d ,n '*''r 

^ J^qu à compris, et que ne soit pas 

■P 

infini ; soit toujours y — f(x) ; on aura 

• " h? n+l t 

pm = /( x, -f h)=flx,)-j-h.f'(x,)+ 4 -A , 

( 'm'=f(x l -k)=zf(x,)-hJ\x)-^^ T) .f^ + 'Xx,)+A f h^\ 


L’équation de la tangente MN est 


j — y, = /’(*.) • (* — x,} -, 


d’où 

y=y< + /'(*») (*— *.)» 

par suite, 

p k —y, + */'(*,)> 

et 

p' k [ — J, — hf\x,) j / 

donc , 


pm — 



■ À în + l 

pm—'pk' = - ♦"(*,) + Ah'"+\ 


Ainsi , pour des valeurs très petites de h , ces deux diffé-r 
r ences sont de signe contraire , et au point M la courbe coupe 
Sd tangente. 

Si tons les coefficiens différentiels f"{x ,). . . .y ( “ -l )(x 1 ) 
étaient nuis à ^exclusion de f ta {x t ), on voit que ces diffé- 
rences seraient de même signe, que par conséquent la courbe 
(fig. 27) , anx environs du point M pour lequel * ==x, passe 


è 


m 


K. 
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entre les x et la tangente si / a "(x,) n’est pas de même signe 
que /(x,); qu’au contraire, si /‘"(x,) et/(x,J sont de même 
signe, la tangente au point'L, où, x = Xi , passe entre la 
courbe et l’axe des x , dans le voisinage de L. On dit que la 
courbe est concave en M, et convexe en L. 

Exemple 1 ". La courbe . 

y — a — mx + (x — b) s , 
passe par le point 

x = b, y — a mb ; 

or, on a 

= m + 5 (x — 6)*, 
dx 

^ = 20 (x — bÿ , 
dx* 

ë = 6o(x-*)-, 

^=I20(X— b), 
dx 4 

à IZ _ 

dx 5 — 


20 . 


d ’ y y 

La valeur x—b annulle jusqu’à -^exclusivement: 
donc, en ce point , d y a inflexion. 

Exemple 2 '. On reconnaîtrait de même que la courbe 
y *= a + mx + (x — b)* ,’ 
est convexe au point 

x = b, y — a mb. 

Exemple 3*. Tandis que y — a 4* mx — fx — b)*,, 
est concave au point x — b, y = a - f- mb. 

Exemple ’4'. Dans la courbe • 

1 1 . * 

r = a 4- (x -±b}J , 
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s 

*-Z - Ul( x --b\* 

dx* — 2, ’ 

d^r _ 880 -i 

dx 5 T 3. ( ] ' 


d^v t , 

Tous' ces coeflicieus différentiels, eicepté -—g deviennent » 

d 5 y , • I 

pour x = 6; devient-. Ou a 


/(*+*) = « + 

/(A — h) = a — h~ ; 


mais la tangente , au point x = b , est parallèle aux x ; donc, 
pour x == b -f- h , le point de la courbe est au-dessus de la tan- 
gente , et pour x = b — h, il est au-dessous ; donc , au point 
x=b, il y a inflexion (fig. 26). 

Exemple 5 e . La courbe 

[jr — af s= x — b m 

J*. j 

présente une inflexion en un point où — = C’est le point 
X —bj j— a. On a 


dx a 


i (x - 


b)*-, 


d a y 

doue —j est de même signe que jr , si x<^b, et de signe con- 
traire à j, si x > b ; donc , avant le point M (fig. a5) la 
courbe est convexe, après elle est concave; donc , il y a in- 
flexion en M. 

7 

7°- Points d arrêt ou de rebroussement ; points saillant . 
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Les points d’arrêt ou de rebroussement sont des points où une 
même partie de la tangente touche les deux branches dfe la 
courbe qui viennent s’y réunir et s’y terminer. Les figures i3, 
i4, i&, 18, 19, 20, 21, 22, 23 offrent des points de rebrous- 
sement en M. Dans ces figures la tangente est ou parallèle ou 
perpendiculaire aux x. On a vu que ces points ont été reconnus 
par l’examen du cours de la courbe aux environs du point. 

On trouve un point d’arrêt dans la courbe 


*0à ?• 

l’oit t 


'(j x — i)* = 


(x 


2 J’i 

K ... .» 

: X -(- — (* — 2)». 


Soit (fig. 28) RB' le diamètre que donne l’équation < yr=x-j-i ; 
la courbe le rencontre au point C où x=2; mais elle y est 
aussi tangente'; car on a 



-(*-2)\ 

2 


et quand x = 2 , on a 


«jr 

dx 


1 


donc la tangente en C fait avec les x un demi-angle droit, 
comme le diamètre ; donc elle se confond avec le diamètre. 
D’ailleurs , pour la branche supérieure , on a 


ày _ 

dx’ 




3 


’•) 



quantité qui, infinie en C , où x=2 , est positive pour toute 
autre valeur ; donc la branche supérieure est-convexe vers l’axe. 
On verra de même qu’au-delà de C , la branche inférieure est 
concave. Enfin, lorsque x < 2,_y est imaginaire ; ce -qui jus- 
tifie la figure. -, 

La courbe [j - — x — (x — 1)'] = (x — i) 5 offre un rebrous- 
sement de la seconde espèce , où la tangente , au point de re- 
broussement , .laisse d’un même côté les deux branches qui 
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viennent s’y terminer en s’y touchant. On a 

5 

y — x -+• (x — 0 * ± ( x — i)>. 

Si l’on prend les coefficiens différentiels, on trouve que le troi- 
sième et les suivons sont infinis pour x = i ; d’ailleurs x <[ i 

‘ t 0 , dr 

donne y imaginaire ; et x=. i données i et -j- ■=. i ; donc 
. dx 

la courbe passe (fig. 2g) au point M où 1=1, y — 1 elle s’y 

arrête et aucune de ses deux branches ne s’étend à gauche de 

MP ; elles ont en ce point une tangente commune ;-c’qat donc 

un point de rebroussement. Déplus, la tangente en ce point 

dr 

a pour équation y — 1 = 1 (x — 1) puisque i, 

c’est-à-dire, 

y = F- 

% 

Cette tangente se confond donc avec ; or, on a 

/(i + h) = 1 + h + ^ ±. h' , 
l’ordonnée de la tangente correspondante à x = 1 -f -h est 


y, — I + A; ' 

donc, 

. /(t +h)-y, = h'±h*. 

Pour la première branche , cette différence A 1 -f- h a aug- 
mente indéfiniment avec h. 

Pour la deuxième, on a 

• f(i+h)-y, = h'-h\ 

' 5 ! 

quantité positive, tant que h' "> h' ou 1 > , ou 

h < l; 

elle est nulle si h = 1. 

Donc, si l’on prend PR = 1 , qu’on mène l’ordonnée RQ, 
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la deuxième branche vient couper sa tangente en Q ; de M à 
Q elle est au-dessus. Dune, etc. 

71 . M. Cauchy, dans son ouvrage sur les Applications géo* 
métriques du Calcul différentiel, distinguées points de rebrous- 
sement des points d’arrêt ; il donne ce dernier nom aux points 
où une branche de courbe vient se terminer: c’est ainsi que 
daus la branche de parabole jr — y' ?px , l’origine est un 

point d’arrêt. 

Le même géomètre appelle points saillans, des points où 
deux branches de courbe viennent se réunir et se terminer , 
chacune ayant en ce point sa tangente distincte. On en trouve 
un exemple dans la courbe 


J = + V x ' . 

qui passe à l’origine (Kg. 3o) et a en ce point deux tangentes ; 
car on a 

i\jr x — 2X : 

dx ÿ x‘ — x4’ 

Or, supposons d’abord x positif ; cette valeur peut se mettre 
sous la, forme * 

<\j' x(l SX') I 2X a 

dx xÿ \ — x’ ]/i—x‘ r 


et si l’on y fait x = o , on a 


d I = + , . 

dx ^ ’ 

ce qui détermine la droite AC qui touche la branche AD 
en A. 

Si dans , on fait x = — x', on a 
dx 

t\jr — x' -j- arx '- 1 _ — i-4-ax'* 

dx l/ x ' 3 — x 7 * |/ 1 — x' % 


. * 


t 
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d’où la droite, AC' tangente en A à la braucbe AD' ; donc A 

est tin point saillant. 


72. Points multiples. On appelle ainsi les points par les- 
quels passent deux ou plusieurs branches d’une courbe , sans 
s’y terminer. Le caractère de ces points consiste en ce que 
l’ordonne'e y a moins de valeurs différentes qu’aux points voi 
sins. On en distingue de deux sortes , qu’on va expliquer sur 
des exemples. 

i°. La lemniscale, d'y" 1 = x‘(a ‘ — x’), (fig. 3 i) 
donne 

a'ydy = a 2 xdx — ax 3 dx; 

dy a?x — 2x r> 

dx a'y ’ 

or, à l’origine, où la courbe passe, on a 
x — o, y — o, 

par suite, 

dy __ o 
dx o ’ 


mais 


cl y 

dï Beut 
dy _ 
dx 


être exprimé en fonction de x seul , et l’ou a 

a*x — 2X 3 . a* — 2 X a 

. — -t- - — , 

±«x^u’ — x" a ^ a? — x 1 


et., si l’on fait x = o , on a 


1 


4r 

dx 


donc au point A il y a deux tangentes CCT, DD' ; d’ailleurs, 
pour chaque valeur de x de -f - a à — a, il y a deux valeurs 
de y, excepté pour x = o. 

Généralement , si l’équation de la courbe est sous la forme 
rationnelle f(x,y)~o, et qu’on eii tire 


* 


ïr _ _ A J • A J 

dx dx ' dy * 
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cette valeur doit se présenter sous la forme-, lorsqu’on y 
inet pour x et y les coordonnées d’un point multiple : car 

df df . , 

et étant rationnels, ne peuvent, pour chaque système 

de valeurs de x et y , prendre chacun qu’une seule valeur, 
tandis qu’au point multiple il doit y en avoir plusieurs ; donc 
on cherchera les solutions des deux équations 

df df 

T 1 = 0 , = 

d.T Ay 

Soit x = « y = fi une de ces solutions, on examinera 
si ces valeurs satisfont à 

cl , dans ce cas , il pourra arriver que le point « , £ soit mul- 
tiple. Pour s’en assurer, on raisonnera comme ci-dessus. 

2 0 . Si plusieurs branches de courbe se touchent en un point 
en passant au-delà, il y aura en ce point moins de valeurs 
dy ... y i d Y 

pour y et — qu a coté : donc y et exprimés en fonc- 
tion de l’abscisse subiront réduction dans le nombre de leurs 
valeurs pour l’abscisse de ce point ; ensuite l’examen des va- 
leurs voisines déterminera l’espèce du point. On en trouve des 
exemples simples au point de contact de deux cercles tan- 
gens , soit intérieurement, soit extérieurement. 

r j 3 . Points isolés. Ce sont des points renfermés dans une 
équation, mais tout-à-fait séparés du système des autres 
points de l’équation : on en voit un exemple dans l’équation 


d’où 


( y — 2 )•=(*— «)’(* — 2 ); 

y — i — — i) \/ x — 2 


Le radical est imaginaire tant que x est <2 , excepté pour 
t = 1 , qui donne y = 2. Donc le point M ( fig. 32) appar- 
tient au lieu géométrique de l’équation. À partir de x = 2 

Ml 


Digitized by Google 


TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 


1*6 

jusqu’à x= co, on trouve pour chaque abscisse deux ordon- 
nées ; ce qui forme une courbe qui a pour sommet B , pour 
diamètre AD et s’étend à l’infini. 

On peut d’ailleurs présenter des exemples renfermant tant 
de points isolés qu’on veut. Soient f{x) uu po'yuome algé- 
brique de la forme (x — a,) (x — a,) . . . ( .r — a m ) , des quan- 
tités a,, a» . . . a" étant réelles, et a m la plus grande; soit 
encore <p(x) — Ar'" ,+I -f- Bx 1 ’ 1 ' 4 ' 5 -+■ Cx’"’"'. . .-{-K., un poly- 
nôme tel, que les quantités 'b,, b t ... b ia+ , qui Panuullent 
soient toutes plus grandes que a m ■ supposons A positif.: il 
est évident que toute quantité moindre que b,, qui est la 
plus petite des valeurs b,, b a , , etc. . . . , rendra $(x) négatif, 
la courbe j" = 4 (y) •+• f(x) . \/ tp(x) , renfermera m points 
isolés : car x = a, donnera 

7 = 4' (a,) } 

et au-dessous de x — a,, le radical est imaginaire. Ce radical 
est encore imaginaire de x =sa, à x — a, ; il est nul pour 
cette dernière valeur, et l’on a alors 

y = 4’ (a*) , etc. ; 

donc l’équation ci-dessus représente les m points isolés 

x=a,, y=U a >) ». x=a ‘ » J -Ma*), . . -x=a m . 

outre la courbe que l’on trouvera pourx> b , , etc. 

Si l’on prenait 

y — A' ’x) +/(x) v/^7 > 

cette équation ne donnerait que ces points isolés. 

Le caractère distinctif d’un point isolé dont l’abscisse est x , , 
c’est que f {x , ■+■ h) est imaginaire : il est évident qu’il doit 
l’être, sans quoi, pour des valeurs très petites de A, on trou- 
verait des points voisins du point x = x, , ce qui ne doit pas 
être. Or, pour quey^x, + A) soit imaginaire, f(x ,) ne l’étant 
pas , il faut que l’une des fonctions 

. /'(«,)» /"(*.) e - 

soit imaginaire. . ' «' 
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C’est ainsi que dansai- (x — t)\/ x — 2 ou a 


%= V x — 2 + 

ax 2 \/ x — 2 

qui est imaginaire , ainsi que les suivans , lorsque x = 1 . 


( x — 1 )• 


W - . 

Dans l’équation y — (x — 1 f \/ x — 2 ce n’est pas , 

# # ... . 

mais bien et les suivans , qui sont imaginaires au point 

tlx* 

isolé. 

On trouvera donc ces sortes de points en cherchant lfcs va- 
leurs de x qui rendent imaginaires l’un des coefftciens diffé- 
rentiels, en laissant j- réel. 

^ 4 - Si l’on résume tout ce qui a été dit sur les points sin- 
guliers, on est c-nduit , pour les trouver , à la règle suivante, 
due à M. Lacroix : 

On obtiendra généralement l’indication d’un point singu- 
lier , en cherchant les pâleurs de x qui rendent o , — , - ou 

imaginaire , un coefficient différentiel quelconque j l’examen 
du cours de la courbe autour de ce point , en déterminera 
la nature. 

Remarquons enfui que quelques-uns des points singuliers 
d’une courbe influent 'sur la développée. Ainsi , ce* rayon de 

(dx’-Hir)* 


courbure étant = ±. 


dxd 2 jr 


, il est évident que le rayon 


Jv ’ • * 

est infini lorsque = o , ce qui arrive aux inflexions et à 

* cl 3 1* 

d’autres points encore. Toutes les fois que est o en un 

point, la tangente en ce point a un contact du second ordre 

dr 

avec la courbe , puisque pour l’ordonnée de la droite est 
aussi o. C’est que le cercle osculateur , pvant un rayon infini, 
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change en une droite. lorsqu'on un point est oo , sans 


dr • . . 

iiue le soit , en ce point y est o , et la courbure y est in- 
1 ■ilx’ 


finie, tandis que dans ceux du cas précédent la courbure est 
nulle. Pour ces derniers points, le centre de courbure étant à 
l’infini , la développée a uue branche infinie ; aux litres , la 
développée coupe la développante, puisque x = «, j'= £ 

( n° ). 


^5. Nous allons maintenant reconnaître la forme des dé- 
veloppées de la parabole , de l’ellipse et de l’hyperbole. 

La développée de la parabole ( n° 54 ) en changeant « en x 
et £ en j-, a pour équation 


w 9-7 kj 1 —8(x~k)\ 

celle de la parabole étant — 2 kx. 

Soit ( fig. 33) BAH' la parabole , kx l’axe , F le foyer de la 
courbe, la développée donnant y=o avec x — k, coupe 
les x à une distance AO = k = 2 AF. • 

Cherchons les points où la tangct^ est parallèle aux x ; 
on a 

4r k ) % _ . A (x — A ) 

(\x 9 ky V 3k 


Cette valeur n’est nulle que lorsque x — k /c’est-à-dire au 
point 0. Ainsi la courbe est tangente à l’axe en 0 : ce point 
est donc un rebroussement. La courbe est d’ailleurs symé- 


trique par rapport à son axe ; n’est infini qu’avec x , de 


sorte qu’en s’éloignant à i’infmi, la développée tend à deve- 
nir perpendiculaire à l’axe , tandis que la parabole tend au 
parallélisme avec l’axe. 

On trouve aussi 


= ± s/i. . = ± v /_i_ . _L__ 

d ar’ V 3 k 2 y/ x — k &k r — f‘ 
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De ces deux valeurs , la première appartient à la valeur 
positive de j, qui répond à un x donné; la seconde à la va- 

J 1 v *• 

leur négative; de sorte que est de même signe quej - , et 

la courbe, partout convexe vers l’axe, n’offre pas d’autres 
points singuliers. OP est la développée de AB , OP' celle 
de AB'. . . ■ " 

La développée de l’ellipse ( n* 62 ) a été mise sous les deux 
formes 

Celle de l’ellipse étant 




on a posé 

a' — b 7 _ a 7 — b 7 

A , B ~S~ ’ 

. . . f. 

et je suppose a > b. Pour la développée on a 

— b* 


jr = o avec x 




Ainsi (fig. 34) cette courbe coupe les x en deux points 0,0', 
situés entre le centre et les foyers. 

Pour 1=0 , on a 

• 

Soient P, P' les points ainsi déterminés. Ces points sont des 
limites : car si l’on fait x % > A a , ou^-*]> B*, dans le premier 
cas , j, dans le second x , est imaginaire , on trouve 

<tr _ B/aW /B!rv 

dx A\ B x) \A a x/ ’ 

Cette valeur est nulle lorsque,/ = o, c’est-à-dire aux points 

9 
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0,0', elle est infinie lorsque x= a , c’est-à-dire en P et P\ 
Donc la courbe touche ses axes en ces quatre points, qui sont 
ainsi des rebroussemens. * 

dr 

La valeur de --- donne 


dx 


dy 

dx' A 


»r 

4r-jà*=xjàx(j. ^-,)=^d*[-(|J 3 Q — ]• 


donc 


• _ z a _ • 

Or, comme0 J =^jest positif, cette quantité est 

du signe de y : d’ailleurs elle ne devient infinie que pour 
.t = o, ouj-=o ; donc la coürbe est convexe vers les x. Du 
reste , OP est la développée de AB , etc. 

La figure 35 montre la développée de l’hyperbole , que le 
lecteur discutera facilement d’après ce qui précède. 


*£ > 
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CHAPITRE X. 



Examen analytique des valeurs singulières des 
Coefficiens différentiels. — Maxima et Miuima 
des Jonctions d’une variable. 


76. Lorsque , dans le chapitre precedent , on a rencontré 
un coefficient différentiel qui devenait infini pour x =.r a , on 
n’a pas eu recours au théorème de Taylor pour trouver 
f(x,-\-h). C’est que si f n (x,) est infini, le développement 
de la série de Taylor ne peut au plus être poussé que jusqu’à 
/— (x,) (ch. III). Par conséquent f(x, + h) ne peut plus se 
développer suivant les puissances croissantes , positives et 
entières de h. 

Et eu effet , si le coefficient différentiel d’une fonction al- 
gébrique de x devient infini pour une valeur finie x = x, , 
c’est que cette exp^sion renferme au dénominateur une puis- 
sance de x — x, , entière ou fractionnaire. Si f*(x) renferme 
au dénominateur une puissance entière de x — x, , f{x) le 
contient de même. Ainsi f(x,) est infini , et la différence 

/(•*. + h) — f(x.) doit l’être; donc/'(x,), f* (x,) ? ne 

peuvent pas être finis...; et puisque f{x,-\-h) doit être infini * 
pour A = o , il renferme des puissances négatives de A.... 

Lorsque /"( x ), qui est 00 avec x = x , , renferme au déno- 
minateur une puissance fractionnaire de x — x,' , c'est que -* 

m , . 

f[x) renferme un terme de la forme a[x — X,)* ; comme par 
la différentiation — diminue d’une unité à chaque opération. 


le mouomea(x — x',)" finira par être affecté d’exposans uéga- 


7 
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tifs. Or, a(x — X,)" djÿt avoir n valeurs pour chaque valeur 
de x différente dex,. Si donc /(x), ne renferme pas d’autres 
radicaux, /(x, -f- h) doit avoir n valeurs algébriques; mais 

* m 

comme x—x, fait disparaître le terme a(x — x,)", qui 
donne à /(x) ,/'(X). . . les n valeurs , il s’ensuit que /(x,) , 
f'(x ,) , etc. , n’ont qu’une valeur chacun ; de sorte que si 
f'(x,). . . etc. restaient finis , f(x, -j- h) n’aurait qu’une va- 
leur au lieu de. ri/, donc les' dérivées de f(x,) ne sauraient 
CJ être toutes finies. Il arrivera, dans ce cas, quié /(x.+ A) 

renferme des puissances de h" qui rétabliront les n valeurs. 

■ e * ‘ m 

C’est ainsi que si > /"(x)=a(x — x,)*, on a 

m 

f(x, 4 -h) = afc“. 

Bu reste, ce qui vient d’êtrè dit n’est pas développé ici 
comme démonstration générale le théorème de Taylor, je 
le répète, a été démontré complètement au chapitre III. 
Pour qu’on puisse pousser, la série jhsqu’au terme y'“" 4 ''(x I -j-ôA), 
il faut que f(x x ),f{x,).. soient continus aux envi- 

ron» de x,, et que /" +l (x) le soit entre ^etx, -f h. 

’ ... fj y 

77. J’insisterai ici sur le cas où , tiré d’une équation 

/(x,^) = o, se présente sous la forme ^ lorsque x x, , 

, y —y x . Si l’équation f(x,y) = o peut .se résoudre par rap- 

» /' dr 

port à l’une des variables, on pourra exprimer — en fonc- 
tion de l’uné des deux , comme on l’a fait au n° 7 2 , exem- 
ple 1”. Supprimant les facteurs communs au numérateur et 

. ' . dr 

au dénominateur , on pourra obtenir la valeur de — . On peut 

encore, surtout lorsque l’équation /(x , y) =0 n’est pas ré- 
soluble, s’y prendre ainsi : ~ est donné par l’équation dif- 
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férentielle de f{x, j) ~ o, qui est de la forme 

•** • • 

mijr -+- nda: — o. 

* • * * • 

Or , dans le cas actuel , m et n deviennent nuis avec x^=x lt 

X ~J~i- Prenons la différentielle de l’équation précédente , 

mdy +HS- ■ ■ ix + 57 • djr ) + tlx (^ da:+ •^• d - r )= °» 

ou . 

md*y ~h m'ày* + mf’dxàjr +m"âj? = o ; 

« 

puisque dans le cas actuel mest nul , cette équation devient 
m'ix* -f- m'àxàj -f- m’dx' 1 = o ; (a) 

d r 

et l’on aura deux valeurs de pour le système x==x, , y*=X\’ 

On doit sentir maintenant à quoi tient cette forme ^ : elle 

se présentera toutes les fois qu’à un système de valeurs de 
* d r 

x et x répondent plusieurs valeurs de ce qui est le ca- 
ractère des points multiples en Géométrie. Si l’équation (a) 
s’annulle encore pour les valeurs de * et dex dont il s’agit, 
on la différentie encore , et l’on a , 

im'dxd^X + Mj' 3 -}- etc. -+• Idx 3 == o , 0 

qui devient ; * , 

• kdx s •+ etc. -f- /dx 3 = o, etc. , 

donne trois valeurs pour -^L ou f \x ,). - ■ 

• ax ' ■ ■ • • . 

On remarquera , pour compléter, que si^x, x) — ° est 
rationnelle , sa différentielle première l’est aussi , et par suite 
elle ne peut, sous la forme actuelle., donner pouf f(x x ) 
qu’une seule valrur; de sorte que siy” (x,) doit avoir plu- 
sieurs valeurs , il faut nécessairement que l’équation difléren- 
tielle première et les suivantes , s’évanouissent pour x xk x , , 
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j =y t , jusque exclusivement à celle dont l’ordre est égal 
au nombre des valeur** de f (r,) , au moins. 

Maxima et minima des fonctions dune ’ variable. 

» • . • ' 

78. Pour traiter, cet objet, il suffit de reprendre mot pour 
mot ce qui a été dit aux n" 5 g et 60 sur les maxima et les mi- 
nima des ordonnées. Ainsi unefonction^ étant liée avec la 
variable x par une équation f(x,y) = o, pour trouver les 
maxima et minima de y , on cherche lès valeurs de x qui 

* 1 % il y 

rendent — o où -. Soit x, une valeur de .r qui rend -=—==0 ; 
d* o o x 

elle correspondra i°. à un maximum, si parmi les coefficiens 

' d*r d V , 

différentiels consécutifs . . le premier , que x = x, 

dr‘ dr 

n’annulle pas, est d’ordre pair et négatif ; 2 0 . à un minimum ,• 
si étapt d’ordre pair, ce coefficient différentiel devient positif 
avec x — x,. 

> » • (jy 1 i 

Lorsqu’une valeur x=x l rend • — - , on cherche la va- 

leur Aey = <p(ï, -f A) , qui répond à x=z x, -f-A; il y aura 
maximum si pour des valeurs très petites de h, positives ou 
négatives , <p(a?, 4- est plus petit que <p{x,) ; minimum , si 
f>(x, 4- h.) est 

ng. HteMPLE 1”. Parmi les cônes de même surface , quel 
est celui jui a le plus grand volume ? 

. Soit x le rayon de la base , y le côté, z la hauteur, S la 
surface qui est donnée, V le volume qui doit être un maxi-' 
mum : on a les relations 


d'où 


puis 


■y 


z 1 + x\ S = *yx, V = j»-ar*x, 


* = Vy— 




■- J ~ —x u — —■ v/s*— 

V ir J X 2 VX 


< 


w X' 
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et 


Y r^orl/S* — «-"t* 

jr*x* S» — 3#*x l 


j r - -- •< - y/S'*— ^r^^SV/S*— x‘X^ 

égalant à o , on a pour déterminer le maximum 

• • 

S’ — 3ît*x* = o , 


d’où 

et 


D’ailleurs , 


S* «y J» 

** — 3»* 3ir a 


y J1 

x ’ = y- /3’ 

■ = x \/3 et j = I l/^- 


*‘=4‘ /5 ' 


Reste à savoir si c’est en effet un maximum. Or , on a 

% 

3 l/S* — t'æ 4 . ~ = S a — 3 <r’x‘ ; 


différentiant , il vient 

, d*V ,dV , y/S’— Px* _ v ,._a 

3 v/S*- ^ + 3^ . d dj; 

Mais ici ^ est o ; donc , dans le cas présent , * 

m dx 


d*V 

dx“ 


— Ipr'x' . 
y/S a — r'*' 


Le radical étant pris avec sa valeur absolue dans V le sera 
de même ici ; et comme la valeur de x qui convient est posi- 
tive, ceci est négatif : il y a donc maximum. 

Exemple 2'. Parmi les rjlindres inscrits dans une sphcre, 
quel est celui qui a la plus grande surface convexe ? 
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Soit r le rayon de la sphère , 2X le diamètre de ia base du 
cylindre , lequel est décrit par la moitié d’un rectangle inscrit 
dans le grand cercle : la hauteur de ce rectangle , qui est celle 
du cylindre , sera 2 l/r" — x * , et la surface convexe du 
cylindre est * ■ • 

t S. = -f- fax^r* — x*, 

d’où 

4 irx* 


t" = + 4 ,r r ’ — **"— . ~= r 

dx ^ 4 y y/ r 1 — x a 


ou 


2X' 


r a , 4 X ' — 2r’ , jt =: r\/ 2. 


Le diamètre de la base est donc le côté du carré inscrit , 
et la section par l’axe est ce carré. On s’assurera facilement 


du maximum. 


3 * Exemple. La fonction jr = x x est-elle susceptible d’un 
aximum ou d’un minimum? 


maximum ou 
. On a 

puis 


Donc 


ly = xlx , 

' — == àxlx -f- dx , 

jr 

g=>(/x4-0=o. 


ou 


La 2* donne 


x 1 = o 


Ix - f- 1 = 0. 


e étant la base des logarithmes népériens désignés par / 
Or , de — x x {lx + 1) , on tire 

li ^ \ ■ 
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qui pour x = - devient 


<0 


et est positif ; c’est dont un minimum qui répond à * 


■ v & rs 

? ' ' 

Remarquons , comme au n° 61 ( fig. a8 et 29) qu’il y a des 

maxima et des minima où n’est ni o ni oo. 

do: 

fX ■ 



a • 
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CHAPITRE XI, 

4 - i 

r • A 

Suite des Applications géométriques planes. 


Courbes transcendantes. 

% 

K 

8o. La logarithmique a pour équation y — Lx, ou plutôt 

le log. L se rapportant à une base donnée a , 

.et Notant une ligne donnée. Cette ligne donnée b étant prise 
pour unité , l’équation de la courbe devient 

• jr = Lx. 

En y faisant e = i , on a 

T — o. 

Soit (fig. 36) B le point ainsi déterminé, lorsque x aug- 
mente depuis i , y augmente aussi , ce qui donne la branche 
infinie BB'. Si x diminue de t à o, y va de o à — oo , ce qui 
■ donne la branche infinie BC , qui a ainsi pour asymptote la 
droite A^'. D’ailleurs ' 

d^ Le à*y Le 

dar x - ix* x‘ * 

V J 

Donc , au-dessus des x , la courbe est concave , et au- 
dessous convexe vers l’axe. 
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La sous-tangente sur l’axe des y est “ 1 - • 

à J T - • 

* dï = Le ' 

constante pour une même logarithmique. Ainsi 
AT = A 'T' = etc. 

81. La cycloïde est une courbe remarquable par ses pro- 
priété^ géométriques et mécaniques 
En voici la génération. 

Un cercle JMB (fig. 37) roule sur mie droite Ax ; chaque 
point M de la circonférence décrit dans 9 mouvement une 
cycloïde. On peut trouver l’équation de la courbe sous deux 
formes; supposons que le cercle roulant vers la gauche , le 
point décrivant vienne s’appliquer en A , la cycloïde passera 
par ce point, et puisque le cercle roule sans glisser, au point M, 
on a 

arc MLB == AB , 

et 

x = AP ~ AB — MD = arc MLB — MD. 

• 9 * 

Si ia est le diamètre du cercle générateur , on a , 

y = MP tc. DB , DI = ta — y, 

MD = V'yfra — y) = \/ lay -y 1 - 

Nommons tp l’arc qui mesure l’angle MOD,"cet arc ayant 
pour rayon 1 , on a 

arc MLB — atf ; . 

donc ■ . 


et 


= «P — V ™y — y' , 


sin p 


MD \/iùy —y' 

1 ■■ 1IA • 


MO 


h v - si 

t ‘ 


Ces deux équations donnent par l’élimination de <p celle de 
la cycloïde entre x et y. De la dernière on déduit 


cos p = 


a — y 


T », 
u>iyi 
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L’équation de la cÿcloîde peut donc se' mettre sons l’une et 
l’autre des deux formes 

x = a. arc ^sin = \J — j/ a ay — y % , 

x — a. arc^cos = — ^ — \/ 2 ay — y‘ ; (a) 

sur quoi l’on remarquera que le radical peut être pris avec le 
double sigue. Or, si l’on prend AA' = 2*- a, AC = %a , on 
voit que lorsque le cercle touchera l’axe entre C et A', en un 
point F , par exeiflple , le ppint décrivant sera à droite du 
diamètre FF', et l’abscisse AQ sera égale à l’arc NF'F aug- 
menté de EN = 1/2 ay — y ’ 1 ; donc lorsque le cercle roulera 
entre A et C , le radical aura le signe — ; entre C èt A' on 
lui donne lé signe -f- ; dans ce dernier cas aussi , l’arc corres- 

a — v 

pondant à cos <p = — — sera ]> ir. Cette seconde équation 

, J 

peut d’ailleurs aussi se mettre sous la forme 

— a arc ^cos = n — — = 20/ — j* , 

et encore 

L'équation (a) donne par différentiation 

dx = a. - A- 

V-C 2 ?)' ’ /W ‘ 

' ady _ ydy ■ 

• ^ V Mjr —y* V zajr—y* ~~ V lay — y* ' "T X ’ ■ 

' , * * * 1 

82. Cette équation différentielle peut se trouver par les 

considérations géométriques suivantes : Prenons (fig. 37) un 
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polygone régulier inscrit dans le cercle générateur. Soient 
M et B deux de ses sommets. Lorsque ce polygone tournera 
autour de son sommet B , le point M décrira un arc de cercle 
dont le centre est en B ; donc la tangente en M à cet Arc est 
Ml, perpendiculaire à MB. La côurbe serait, dans ce cas, 
composée d’un système de petits arcs de cercle. Or, on dé- 
montrera facilement que la tangente à la cycloïde en M est 
en effet Ml , qui ne change pas, quelque grand qu’on suppose 
le nombre des côtés du polygone inscrit. Donc 


— — tang IMD : 
dx 


TD 

MD' 


2 o —y 

V —j' 


d’on 


aqr— r % __ V' * . 
yV* aj—ÿ~ r 


équation identique avec (b) dun°8i. 

Du reste, en regardant cette équation (b) comme démon- 
trée , on en déduit évidemment par contre que Ml est tan- 
gente, et par suite MB normale en M à la courbe. 

83. Cherchons les points singuliers de la cycloïde, et 
d’abord les maxima et les minima. 

La valeur de sc met sous la forme simplifiée 


4r _ . h a ~j 

. <1* V y • 

Pour les points où la tangente est parallèle aux x, on 
a doue 

> 2 a — y = o , 

d’où 

y = 

et comme de cette équation on tire 

yily* = (20 —j)dx* , 
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dy 4- iydyi\y = — clj'dx 11 , 

éy = -(*!+ 


[ pour les valeurs y = 2fl , 


2 y 


M 


d’où 


• __ 
i d* 


— dx' 
»’ i,jr ~ ’ 


ày __ — i 

dx* 4 a 

‘ * J,' 

Cette dernière étant négative, il s’ensuit que c’est un maxi- 
» 

lum. Or , on a 


cos <p 


~ a —r 


:t pour le maximum 

. \ t 

y — ia, cos <p — — i , 


. ou 


<p ==5 », 3x , .... yk + !)«• , k entier positif ou négatif. 

/équation (a) du n° 72 , donne 

. • ' * • . , * 
x — (ik -f- 1 )a». • ' 

, * . * • . * • ’ > 

Ainsi , à droite et à gauche du point A l’on prend les dis>- 

mces AC, CA', A'C', etc., égales à ■xa. Les points C, C! , etc., 

orrespondent aux maxima , et l’on y élève les perpeudicu- 

»ires CH=C'H' = etç. = 20; ce qui donne les points H, 

I' , etc. , somtnets de la cycloïde. 

• d y m 4 • 

En faisant j* = o , devient infini, et comitie y ne peut pas 

. ; * ” - dx , 

tre négatif, c'est un minimum . Mais pour =5= o , on. trouve 

t . v 

cos <p r= 1 ; 

plie ; . . * 

X SB ik*. 

». 

linsi , cela donne les points A, A', etc. , qui sont des re- 
roussemens. ... 
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84 - Pour avoir le rayon de courbure de la cycloïde on* 


prend la formule 


y 


( dx‘+4r a r » 

d‘ydx 


Nous avons trouvé ci-dessus 


d\7 = — 


(dx 1 + «fr ») 

2X 


y ~ Ü 2 JT 


(dx* -f- djr*)* 


Aj 


comme d y ■■ 


v/ : 


2 Æ — y 


za 


tlx 1 + d r* =i — et y 
J- 


nÿiaj. 

Or (fig. 37), y/aqy = MB, sî - y = MP, puisque. 


MB = y/DB X IB : donc si sur le prolongement de la nor- 
-inale MB on prend Bot = MB, m sera le centre de courbure 
de M , et je dis que la développée sera une cycloïde égale 4 la 
développante, ayant son sonïmet en A , .et son origine en a 
( Ca == CH = a a). En effet , prenons Bb — BI j^pâr B, m, b 
faisons passer un cercle qui aura pour diamètre Bb = 2a ; 
joignons ab, et prolongeons kjr en c , on aura 

ac = AC = arc B mb y 

et comme arc B m = MLB AB ris cb , il s'ensuit que 
arc blm — ha. Donc , si Je cercle B mb roule vers la droite , le ' 
point m viendra en a ; donc la développée. est la cycloïde amk 
décrite par le cercle B mb. Ce résultat peut s’établir par la 
seule analyse. On a trouvé pour les coordonnées du centre de 
courbure \ 11° 57' ) 


<\y(tlx* 4- <!/’) 
ilxd'j' 


A =jr 4* 


Aÿ‘ 4- d.r* 
(Fÿ • 
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Substituant la valeur de A* y , 


« = x + iy 


d y 

t-, fi—y — v r =—y, 


do: 


, dj ✓ 2a — y 

substituant celle de — = — , 

» — x + 2 y/ iay — y*~ x -f- 2 [/ — 2ofi — fi' , 

* , ' " . r * 

puisque y = — fi. 

Tirant de là x etj' pour les substituer dans les équations 


x — atp — \/ 2a y— y? , cos 9: 


a — y 


Il vient 


— a ç 4* V — 2fl/S — P > cos ' 


a -h fi 


pour la développée. 

Pour rapporter cette courbe au point, a, les x étant comptés 
de a vers c, de sorte qu’en m, » =ap, fil =mp , on fera 

fi' = /3 + 2a, *' -f- a. = ax ; 

posant aussi 9 — *• — p', ou a 

• * /- , . a — 

■’ mf j= flf' — 1/3^' — fi'* , COS <p' == — — . ; 

C. Q. F. D. 


85. La cycloïde est un cas particulier de la roulette. On 
appelle ainsi la courbe décrite par un point pris sur une 
courbe invariable de forme, et qui roule sur une autre courbe 
donnée de forme et de position. Lcfrsque les deux courbes 
données sont des cerclés , la courbe décrite est appelée épi- 
cycloïde. 

Pour tracér la marche à suivre dans la recherche de l’équa- 
- tion de cette courbe, nous substituons d’abord aux deux 
courbes deux polygones inscrits à cAtés égaux. 

Soit (fig. 38) BCDD'. . . le polygone fixe f(x,y)=zo l’é- 

I 's 

• • .‘S * 


? 
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quation de la courbe à laquelle il est inscrit ; soit DCNM le 
polygone mobile , touchant le polygone fixe sur le côté CD : 

M est le point décrivant ; B l’origine de la roulette ; de sorte 
que la partie BCD=DCNM=r sera une fonction de l’abscisse x, 
du point D; la corde MD=r est donc aussi une fonction de-.r,. 
Cela posé,que le polygone MCD tourne autour de D pour prendre 
la position M'DD', le point M décrit l’arc de cercle MO, et il est 
évident que le point décrivant M pris sur la courbe à laquelle 
OMCDest inscrit, se trouvera à un certain instant sur cet arcMO. . 
Si le polygone M'DD' tourne autour de D', le point M décrira 
un arc O'M' ayant D' pour centre et M'D' pour rayon; et il 
est évident encore que , lorsque la comité mobile touchera 
la courbe fixe en D', le point décrivant M' sera sur cet arc. 

Or, ces deux arcs se coupent au point M', et je dis que les 1 
coordonnées de ce point M' diffèrent peu de celles d’un certain 
point de la courbe cherchée , de sorte que la relation qui 
existe entre les coordonnées de M' deviendra l’équation de la 
courbe cherchée , en observant les règles des infiniment petits : 
car si l’on suppose DD' infiniment petit, le point M' aura une 
certaine limite située sur l’arc MO, qui n’est autre que le 
point cherché. Or , l’arc MO a pour équation 

(x — x,y + — f* ; . (a) 

l’arc M'O' aura pour équation, en nommant ar,+dar, ,^,-f -Ajr„ 
les coordonnées de D', r-f- aria corde O'M', 

(x—x, —Ax,y + c r—j> — Ar.) = (r+ Ar ); 

donc le point M' sera donné , par les valeurs de x et y de ces 
deux équations ; mais la seconde, en vertu de la première , se 
réduit à 

— 2(x—x,')dx,—2(jr—jr t ')\jr l +dx’,-\-Ay : ‘,=?.rAr+tii+. (b) 

Or , il est évident que les solutions des équations (a) et 
(Z») diffèrent infiniment peu de celles des équations 

(x — x-.y + (j —j, y — /■“ , .( C ) 

—AxXx — x,) — {j—jr t )ijr l —rAr, ( d ) 

’ * -io 
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dont la seconde est la différentielle de la première, par rap- 
port à *, (j et r étant fonctions des,); mettant pour r sa 
valeur en x, , ces deux équations (c) et (d) donnent donc pour 
* et y un point de la courbe cherchée; si donc entre ces 
équations et.?-, = /( x,) on élimine?', et a:, , on aura la rou- 
lette. * 


86. Si l’on suppose que la courbe immobile soit une ligne 
droite et la courbe mobile un cercle , on aura la cycloïde ; or, 
dans ce cas (fig. Z']) = o, x,=AB; l’équation du cercle 

décrit par M autour de B est 


{x — x,)' +y = r*. 


Ici r =MB = 2MT = 2M0. sinMOT = 2 a sin — i; car aie 


MLB = x, donc le cercle* a pour équation 
(x — x,) 1 +jr % =s 4o*sin* 


W 


la différentielle par rapport à x, , est 


. . X, x, 

— ( x __ x,) — 2a sm — cos — . 
v ■' 2a 2 a 


(*' 


a » 

2.a 


d’où 


En vertu de celle-ci , (a) devient 

4 a* sin 1 — cos 1 — +J* = sin 

r* = 4o 5 sin4 — , 

J ia 

““£■= v/s ! 

£n/ 


puis ’ 
d’où 


• ,*« _ y 

sin 1 — = — 
2a 2a 


cos 


fia —y 


la 
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et par suite 


x t . x, x, [/ iar — v» 

— = 2 sin — . cos — ï- = 


sin — — 2 sin — , cos ■ 
a 2a a 


cos — 


_ * —y 


puis 


/ a — y\ # 

x t = a arc (cos = -j, 

i 

Celte valeur de x, et celle de sin — = I /— , substituées 

2 a V 2a 

dans (o) donnent par la résolution 

x = a . arc ^cos = ^ ± y/ 207- — y* ; 

f » - » 

équation identique avec celle du [n° 72 , (a) ]. 

87. Lorsque les deux courbes sont dés cercles ( fig. 3g ) , en v 
nommant 6 l’angle DAB mesuré sur le cercle du rayon 1 , 
faisant AB = R, , A'D = R , on a 

•r,=R,cos0, y x — R, sin t , 

R étant l’origine de la courbe, M le point décrivant, on a 

•V 

arc DM = DB c= R , « ; 

R i 

donc la corde DM = 2R sin — 

2R 

R 

Posons , pour simplifier, rr-'.= n , de sorte que cette corde 

^ 9 \ 

. 

= 2Ïvsin — . * % n- 

2 

. L’équation du cercle quia pour rayon DM et pour centre D 
est donc 

(x — R.cos 6) a -+• (y — R.sinÔ) 1 = 4 R* sin a — ; (1) 


a 
10. . 


* 1 ' 
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la différentielle, par rapporta « , est 

R,sin8(x — R,cos6) — RfCOSc^ — R,sin<)=anR s .sin — cos — , 
. 2 2 


ou divisant par R, et réduisant 


• • ni ni 

xsint — ycoat = in . R“ . sin — cos — . ( 2 ) 


Lorsque n est commensurable on peut exprimer sin - 8 , 

cos - 8 en fonction de éin t , ou réciproquement , et éliminer 

toutes ces lignes trigonométriques ; ce qui fournira l’équation 
de l’épicycloïde sous forme algébrique. Dans tous les cas , la 
question est ramenée à éliminer 6 entre les équations (i)et ( 2 ), 
lesquelles peuvent aussi servir à construire la courbe par 
points ; à cet effet, on peut en tirer les valeurs de a; etj- en 
fonction de 8 ; pour chaque valeur de cet arc , on aura un 
système de valeurs de x ety, et par suite un point de la courbe. 

Enfin, si la courbe mobile se changeait en ligne droite, le 
point décrivant pris sur cette droite décrirait, ainsi qu’on l’a 
prouvé ailleurs , une développante de la courbe fixe. Si donc 
on veut avoir une développante d’une courbe donnée, on 
peut suivre la marche tracée. 




Digitized by Google 


V 



d'analyse infinitésimale. 

y • 


CHAPITRE XII. 

Suite des Applications géométriques planes. 


*49 ,• 


Coordonnées polaires , Tangentes , Normales , Rayons de 
courbure , Différentielles de l’arc et de l’aire dans ce cas. 


88. Dans ce système de coordonnées on rapporte la tangente 
(fig. 4°) au rayon vecteur AM , qui passe an point de contact 
M, et à la droite AT perpendiculaire à ce rayon vecteur. Nom- 
mons l'angle MAF, r le rayon vecteur MA; soit un point 
M', infiniment voisin de M ; faisons angle MAM' = dp; dé- 
crivons l’arc MH du rayon AM. Puisque r est fonction de <p , 
on a AM' = r-f-ar, par suite M'H — ùr , ou, au second 
ordre près, — dr. D’ailleurs, si MI est perpendiculaire à AM', 
l’arc MH ou son double MHm étant infiniment petit du pre- 
mier ordre, la flèche H I est du secoud , comme on le démontre 
facilement. On dira donc aussi que,, au second ordre près , 
M'I=dr, l’arc MH=:rdp, et par suite le sinus MI= rdar , 
au secoud ordre près. ’ ' 

Dans le triangle M'MI on a 


lang M'MI = 


M'I 

Ml 


dr 

rdç> 1 


donc aussi pour l’angle MTA qui diffère infiniment peu de 
M'Mf , on a , 


1 


t 


tangMTA = et tangAMT = 

, ° rdf ’ dr 

À' 


1 
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La droite AT .fie nomme sous-tangente : on voit que 

r’d® 

AT = AMtangAMT = — 
dr 

8g. Pour avoir la différentielle de l’arc terminé en M , ou 
cherche les termes du premier ordre dans l’expression de 
l’arc MM'. Or, cet arc ne diffère de sa corde que dans le 

• y / • 

second ordre (n° 44) > et cette corde = yWl" -(-MI -1 , ou au 
second ordre près, dr J r'dp* qui est la différentielle 
cherchée. 

go. Si l’on considère l’aire terminée au rayon AM , cette 
aire est fonction de l’angle MAF = p ; si cet angle augmente 
de MAM'=dp , l’aire croîtra du secteur MM'A=M AH-f-MHM' . 
Or, MAH = ï MAxMH = ;r a dp, et MM'H est du second 
ordre : car on peut toujours supposer que l’augle dp est assez 
petit pour que le rayon vecteur aille soit en augmentant 
toujours, soit en diminuant de M en M'; dès lors le secteur 
MAM' est compris entre ; r'dp et £r' a dp, r' étant = AM' ; 
donc MHM'<(r / * — r’)dp=- (r -f-r)(r' — r)dp= ^(r'-f-r)ArJp, 
qui est du second ordre. Donc la différentielle de l’aire 
est ; r'dp. ^ 

gi. Pour avoir l’expression du rayon de courbure, nous 
regarderons p comme variable indépendante'; mais dès lors 
x et y sont des fonctions de p , et l’on ne peut plus regarder 
dx comme constant , de sorte qu’on ne peut plus dire que 

d — -M- > t— doit être alors différeutié comme une 

• \dx/ dx dx 

t ^fraction ► et d° nne 

, dy dxd’jr — dj'd'x 

tîx ~~ dx* 

i d'y 

Donc doit être remplacé par 

• • dx' 

dxd'jy — . dyd’x 
, dx ’ 
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Or, l’expression du rayon de courbure (n° 5 o), prise dans 
l’hypotbèse de dx constant, se met sous la forme 


y — — 


( 


* + 


dry 

dxv 


dx* 


remplaçant le dénominateur par la valeur qui répond à dx 
variable, on a 

H (dx* + à \jr'Y 

* dxd’y — djd“x' 

Pour transformer cette expression en coordonnées polaires , 
je suppose l’origine des x en A (fig. 4») » j e suppose, de plus» 
que l’axe des x fasse avec AF un angle m , on aura 

x = rcos (p 4- m) , j=. rsin(^4*m ) , 

d’où 

dx = dr cos (<p -f- m) — rdip sin (tp -f- m) , 
d’x = d*r . cos(ç> -f -m) — ad /xlip . sin (ç> + m) — rdp’cos($>-f - m ) , 
d^"=dr.sin(^ m) 4- rd<pcos(p -|-m) , 
d'f — d “r , 8in(^-j-m) -f- 2dnd$cos(ip + m) — nlp a sin(<p -j- m). 

S’il s’agit d’avoir le rayon de courbure en M , on supposera 
les x dirigés sur AT, de sorte que <p -t- m — angleMAT=9o° ; 
les valeurs ci-dessus deviennent 

dx= — rdç, d a x= — adrdp , djr=d r, d 3 j'=d , r-— rdf* , 
d’où 

±1 (dr* + r^dip*)» 
rdpd'r — r*dçi î — i<\rdq>' 


■y 


On trouve la même expression, sans supposer <p m — go. 

92. Exemples. Le lecteur connaît sans doute la forme de 
la spirale d’Archimède 

r = otp , 

où a est un nombre , p un arc compté sur un cercle donné. 
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/ 

La tangente de l'angle que la tangente fait avec le rayon 

, rda „ . . è i , . r 

vecteur de contact est— r— . Or, ici— = c est donc-. 

dr d.r a a 

Nous supposons également connue la forme de la spirale 

hyperbolique <pr — a*. Ici a est une ligue donnée , <p un arc 

compté sur un cercle d’un rayon donné b. Cette dernière 

courbe dont l'asymptote, parallèle à la ligne fixe et menée à une 

distance de cette ligne égale à se trouve facilement, est un 

cas particulier des courbes tf>r n =z k , n étant un nombre positif 
quelconque; celles-ci se nomment généralement spirales hy- 
perboliques : toutes font un nombre infini de circonvolutions 
autour du pôle , tandis que les spirales paraboliques r=A^", 
n étant aussi positif quelconque, passent au pôle. 

Je passe à la spirale logarithmique, dont l’équation est 

1 = L G> . 

ou prenant b pour unité de longueur, 

9 == L(r) 

L désigne un logarithme dont a est la basé. On a ici ' 


Le . dr 

'<*• ~ -7—’ 


(«) 


e étant la base des logarithmes népériens. 

Dans cette courbe on a r= i avec 9=0. Soit AB = 1 
(fig. 40) la courbe passe en B. Comme r n’est zéro que lorsque 
9 = — 00 , la courbe partant de B fera une infinité de cir 
convolutions autour du pôle A. r 

On a _ 

tangAMT=^J=Le " 

* '■ 

en vertu de l’équation (i). 

Ainsi, dans la spirale hyperbolique, la tangente fait avec 
le rayon vecteur un angle constant qui a pour tangente Le. 
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Le calcul intégral démontre la réciproque de cette proposi- 
tion. Cela posé, pour trouver le rayon de courbure nous 
avons 

rclip 


dr = 


Le ’ 


puis 


d» r = ou rd^=dr.Le et d*r = ^— t 

Le (Le)“ ’ 

* i. / r s ■ .* 

substituant dans l’expression de y (du n° 82) ces valeurs, il 
vient d’abord 




Le 

r 


fi+(Le)‘]* __ r[i+(Le) 2 ]s ^ r [i -f (L e)*]. 

r r- /T * 4 “ T _ 


(Le)" 


2he 

r 


Le[i+(Le a )] 


Or, si l’on mène la normale MP jusqu’à TA , on a 


M — >/AM* 4 -AP ' - v/aM ^ 


PM 

puisque 


Ti ‘=''S 7 ’ 


donc, en vertu de l’équation (1) 


PM 




donc 


.1 PM s= y. 

Ainsi le centre de courbure de M est P, et la droite PM 
normale à MB, sera tangente à la développée en P ; si donc 
on Tapporte la développée au même pôle A , PA est le rayon 
vecteur du point P, et ce rayon fait avec la tangente PM un 
angle MPA = AMT et par suite constant i donc ta développée 
de la spirale logarithmique est une courbe égale à la dévelop- 
pante donnée. 


S* ' ' 

. 'i 
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. CHAPITRE XIII. 

« ■ . . • - < . 

Fin des Applications géométriques planes . 


V v '1 ; . » . 

I . y ' . 

t Problèmes sur les Enveloppées. 

g3. Ce» sortes de problèmes, qui ont leurs analogues dans 
la Géométrie à trois dimensions, sont compris dans cet 
énoncé général : Une courbe se meut sur un plan en changeant 
de Jorme et de position d’apres une loi donnée , quel est le 
lieu des intersections successives de cétte courbe ? 

Pour bien faire concevoir le sens de cet énoncé , nous con- 
sidérerons d’abord un cas sim pl &" s’agit ( fig. 4 2 ) de trouver 
le lieu des intersections successives d’une droite qui se meut 
en restant tangente à une courbe donnée. On verra facilement 
que ce lieu est identique avec cette courbe : car soit AD une 
tangente en A ; prenons un point B infiniment voisin de A ; 
la tangente EB , en ce point , coupe AD en un point C qui sera 
aussi infiniment près de A, de sorte que si x l ,jr l sont des 
coordonnées de A, celles de G seront x,+h, j- t h’ , 

h et h' étant infiniment petits ; donc s’il existe entre les 
coordonnées de C une relation 

/(*. + A, J, + A') == © ; 

H 

cette relation se ^réduira à 

/(*., JÙ = », 
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et conviendra au point A ; par suite, elle sera identique avec 
l’équation de la courbe AB. * 

Ou peut vérifier, par le calcul , ce qu on a dit pour les coor- 
données de C. La “tangente AD a pour équation , 

(J— /Odx, — djr, (* — x,) = «• (0 

Remplaçant x, par x , 4- dx, et y, parj - , AJ', , on a la tan- 
gente EB. 

( ’j ■ — j-, — Aj-,)dx, — (d Xi 4- da J x )(x — x, dx,)=:o. (^) 

Pour avoir l’intersection de ces droites , on retranche d aboid 
(a) de ( 1 ) , et l’on a 

à^,dx, — dj-,dx, 4- Atyi ( x —~ x i -dxjxs o; 

d’où - 

(dr. — A y, 4- day ,)dx, 
x — x < — ~âkZ — * 


puis ( 1 ) donne 


y— y .= 


dAj', 

(Hjr, — ar, 4- daj-,)dj, 


dAj-, 


Or, 


aj-, =. àj, + 4- inf. petit du 3' ordre. 


et . _ v 

daj, = dy t + inf. petit du 3 e ordre. 

• w 

Donc, les numérateurs sont du 3 e ordre, et les dénominateurs 
dus'. 

Donc, x — x,, y — y, sont infiniment petits. Or, x et y ap- 
partiennent à C , donc, etc. 

94 . Réciproquement, si une courbe est formée par les inter- 
sections successives d’une droite mobile , cette dioite est dans 
chacune de ses positions, tangente à la courbe décrite ; car 
( 6 g. 4»)* soient AD* BE, deux positions infiniment voisines 
de la droite mobile, de sorte que l’angle DCB est infiniment 
petit. Sur chacune des deux droites se trouve un point de la 
courbe; A et B sont ces deux points, qui sont infiniment voi- 
sins; de sorte que CB sera aussi infiniment petit. Soit BI l’or- 
’ donnée du point IB; je dis que BD est du second ordre. En 
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effet , dans le triangle. CDB , on a BD = — ■ S ' v>r>p -• Or, le 
” sin CDB 

numérateur est du second ordre, et le dénominateur n’est 
pas infiniment petit; donc DB est infiniment petit du second 
ordre ; ce qui est le caractère de la tangente ( voyez n° 4g). 

g 5 . La courbe, lieu des intersections d’une courbe mobile 
suivant une certaine loi , est dite l’enveloppe de l’espace par- 
couru par la seconde qui , dans ce cas , est nommée envelop- 
pée ; la raison de cette dénomination sera sentie par l'étude 
des exemples suivans. 

96. Problème j" (fig. 42). Trouver T enveloppe de l’espace 
parcouru par une droite PQ qui coupe les deux côtéf d’un 
angle donné YAX de telle façon que , C et B étant des points 
donnés , on ait 

bp : ap::aq :cq, 

c’est-à-dire, trouver la courbe formée par les intersections suc- 
cessives de la droite PQ , mobile suivant la loi énoncée. Soient 
AB — a , AC= b, BP= « qui est une variable arbitraire dé- 
terminant la position de PQ. Prenant pour axes les droites 

AX , AY, nous avons 

\ ' 

« : a — a. :: aq : b — aq, 

ou 

* «b 

* : a :: aq : b , d’où aq = — ; • 

a 

l’équation de PQ sera ainsi . . 

— •b , \ 

^ = . 

ou 

ay (a — «) -f tebx — abte + séb = o = _/(“)• 

Soit un point R ; supposons PR = h ■ si la droite PQ prend la 
position RS , l’équation de RS sera 

o =/<«+*)= /(-) + */'(•)'+ ctc ■ • • - 

et l’intersection O de ces deux droites sera donnée par les 
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/(«) — o, /(« + h) = o, 

y (a) = o, y' («) + -y* (a 4 " 6A) — °- 

Ces deux équations donnent le point 0 , ét si RS se rapproche 
de PQ, O se rapproche de sa limite qui sera donnée par les 
équations 

yw = °» f(*) = °. 

c’est-à-dire , 

-f- « (£x — nj- — ab) 4* a 'j =o , 

4“ 6x — — ab % = o. 

Éliminant et, on a pour l’enveloppe demandée 

( bx — ay — aby — l\a*by = o , 

parabole tangente à AX en B , à AY en C. 

97 Généralement , si une droite est mobile suivant une 
certaine loi, il faut quç l’équation de cette droite contienne 
une seule variable arbitraire ; car si elle n’en renfermait 
pas, la droite serait déterminée et immobile ; si elle en ren- 
fermait deux , la droite serait tout-à-fait arbitraire, sans être 
assujettie à aucune loi ; elle sera donc de la forme 

T -f x.<p(a) 4- 4 (a) = o. 

a. étant cette variable, qui change avec la position de la droite; 
si donc la droite change infiniment peut, son équation, dans 
cette nouvelle position, sera 

jr -f xQ(m 4 - h) + 4 (« 4- h) — o, 

h étant infiniment petit. Raisonnant comme plus haut,... où 
trouve que la limite de l’intersection des deux droites est don- 
née par lès équations > 

jr + xip(a) 4- \K a ) **«>>- 

’ 4 - 4 '(*) = °> 


jitized by Google 



i 58 traité élémentaire 

dont la seconde est la différentielle de la première , prise par 

rapport à a. Le lieu géométrique de ces intersections , c’est-à- 

dire l’enveloppe , résulte de l’élimination de * entre ces deux 

équations. 

V, 

g8. Trouver la courbe enveloppe de l'espace parcouru par 
un cercle dont le centre se meut sur la droite kx (fig. 44) > et 
dont le rayon carré varie proportionnellement au carré de la 
distance du centre 0 , à un point donné A. de la droite kx. 

Soit AO = *, le carré du rayon sera de la' forme b'* 1 -f- a’ , 
et l’équation du cercle mobile sera 

/(«) =y» + (^r — «)» — b'S — a' = o. - 

La courbe enveloppe sera tangente à tous les cercles , et 
son équation résultera de l'élimination de a entre 

/(*) = <>» /'(«) = °> ■ , 

c’est-à-dire, entre 

y % -j- \x — »)* — b'a 1 — = o,- 

et 

— (x — *) — b a * — o. 

Cette équation est 

y* (i — à’) — ■ b’x* — a J (i — b‘) — o. 

Elle représente une hyperbole , si b < i ; une ellipse , si 

b > i. - > 

qq. Quelle est l’enveloppe de l'espace parcouru par un 
cercle de rayon constant, dont le centre parcourt un cercle 
donné ? 

Soit , y' À 4- ** = R a , l’équation du cercle donné, 

(y— $)' + (*—•)* = R*. 

celle du cercle mobile. 

Puisque le centre de ce dernier doit se trouver sur la cir— 


i . 

■’V* 


'r. 
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conférence du premier, on a 

a* + fi 1 = R% d’où fi = l/R* — «*. 
L’équation du cercle mobile est donc 

(. r - l/R“— «“)* + (* - -)* = r', («) 

sa différentielle , par rapport à c, 

-g==^_l/R*w)-* + .= o. 

’• 


•r 


• x=o, d’où •- 


Rx 

vy + x ' 


l/RW= 


Rr_ 

l/x*-fx* 


l/R* — ** 

Ces valeurs , substituées dans (a) , donnent 

C v' P~+^ r — R )‘+i^T* ( Ÿ r+* 7 - R )‘ = r ’ * 


ou 

ty'y + X* - R)* = r*, 

V y + X* = R ± r, 

/ + *‘ = (R ± r )* ; 

ce qui donne deux cercles concentriques au cercle fixe , ayant 
pour rayons , l’un R -f- r, l’autre R — r. 

ioo. Après les exemples précédens, il ne sera pas difficile de 
généraliser. 

Et d’abord , s’il s’agit d’un cercle dont le centre et le rayon 
changent suivant une loi donnée, l’équation de ce cercle sera 
de la forme 

lr - ♦(•)]“ + (x — •)• = 4W‘* (0 

L’équation de la courbe que le centre parcourt étant j 2=^(a), 
la courbe enveloppe résultera de l’élimination de a entre (i), 
et sa différentielle par rapport à », qui est 

<t> '(«) Lr — $>(*)] —, x + « = 4'M- 
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S’il faut trouver l’enveloppe de l’espace parcouru par une 
courbe 

/{*■<?■> a ,î>> c....) t=s o, 

qui varie suivant une loi donnée; il faut que, en chaque point 
du plan, les coefficiens a, b , c.... soient déterminés , et 
qu’ils changent d’un point à l’autre. (On n’a noté que les coef— 
ficiens qui sont supposés variables et produisent ainsi le 
changement de la courbe.) Tous ces coefficiens sont donc des 
fonctions données d’une variable arbitraire «, de sorte que 
l’équation de la courbe mobile sera 

F(«) = <?>(•), 4(“). *■(«) ) = o. 

L’équation de l’enveloppe s’obtiendra en éliminant a. entre 
les équations 

F (a) = o, F* (et) O. 

Si au lieu d’éliminer « entre ces équations , on donne à « une 
certaine valeuc , F(«) = o sera l’équation d’une enveloppée 
individuelle , c’est-à-dire , de la cou.rbe mobile dans une po- 
sition déterminée, et les équations F(«) = o, F'(«) = o don- 
neront pour x et y les coordonnées du point limite de l’in- 
tersection de cette enveloppée avec une autre infiniment voi- 
sine F (« h) =o, point où la première enveloppée est tou- 
chée par l’enveloppe. 

Remarquons enfin , que la ‘développée est l’enveloppe de 
l’espace parcouru par la normale à la développante, et que 
cette dernière est elle-même l’enveloppe de ses cercles os- 
culateurs. 
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CHAPITRE XÏV. 

Changement de variable indépendante dans les 
expressions différentielles. 


loi. Nous avons, i l’article 91 , été conduits à résoudre 

' . ,, . . (dx'+dr*)* ' 

cette question : 1 expression nz — — - ayant été calcu- 

lée en prenant x pour variable indépendante , et dx pour 
constant ; quelle est la forme que cette même expression pren- 
dra , lorsque x sera lui-même fonction d’une autre variable $>, 
dont la différentielle d < p est constante , dx devant par consé- 
quent changer avec ç. 

Cette question n’est qu’un cas particulier d’une autre plus 
générale dont voici l’énoncé : 

Une expression différentielle quelconque, réductible à 

... dr d* r d"r . . 

une fonction de x, r, , -p— étant donnée et 

dx d x dx 

calculée dans l’bypothèse de dx constant, quelle forme 
prendra-t-elle en supposant dx variable? A cet effet, on n’a 

(1^ v 

qu’à se rappeler l’origine des -^3, etc...... 

d’jr _ _i_ j <\r 

dx* dx’ ‘dx’ 

Or, si dx est variable , c’est que 


caT 


1 ûz — tljrtl ‘.y — 

dx dx 1 


dyd'x 


1 1 
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d’r . . . , , dxd’j- — d^d’x 

d onc _±L doit etre remplace par -r— 5 , 

dx“ 

de même g- = &•&)'• ^ P ar sa Va " 


<J3 y ' 

leur ci-dessus , on voit que doit se remplacer par 


dx 3 


I /dxd*r-drd*x\ dx 1 d '1y— d x 3 dj~d 3 x-3 d x :< d ( 7 ~d 3 x -f-3 d x*dj (d*x ) * 

E d (/ “ ” 


dx 


drd*x\ dx 

~i — )— ; dx^ 

dxM>~-dx(lyd 3 x-3tltrd 3 x dx4-3(l - y(d ;i x )» 
dx 3 


,etc. 


Dans ces substitutions , il est bon de ne pas perdre de vue 
que sj les quantités substituées rënferment les mêmes nota 
lions que celles qu’elles remplacent, c’est qu’il en est ici 
comme dans quelques autres cas ; ces notations ne désignent 
pas la même chose. C’est ainsi que dy représente deux fonc- 
lions différentes , selon que dx est constant ou non. Par exem- 
ple , ^ = x* et par suite , 

dy — 4 * 3 dx. 

/ - 

Or, si dx est constant , pu a . 

J dy — lax’dx ; 

tandis que si dx est variable , on a 
* 

dy = i 2 x’dx + 4xM*x. 

• En ayant égard à cette remarque , on comprendra sans peine 
q Ue — dxd y — dydyc ^ ^ ^tant constant dans le pre- 

mier membre et variable dans le second. 

102. Pour application, je prendrai encore le rayon de 
courbure 


y — 


(dx 3 + d yy 


dxdy 
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«t je suppose qu’on veuille en avoir l’expression , en prenant 
l’arc s comme variable indépendante ; on a 


d’où 


On posera donc 
c’est-à-dire, 

De là, on tire 


ds = l/ dx’ -f- d ly* , 

j, dxd’x 4- dyd'y 

as = , - ■ 

V/dx* + d.r* 

d's = o , d 3 # = o , etc. , 


dxd“x -f- djrdy = o, etc. 



dxd’x 

~w 


et 



L’une ou l’autre de ces valeurs, substituée dans y, intro- 
duira l’hypothèse qu’on a faite, savoir ds constant lorsque x 
varie. 

On trouve , de cette manière , 



dxds 

— dy 


et 



+ dyds 
~ l 7 ? 


Du reste, ce ne sont là que des changemens de forme, sans 
changement de valeur, et pour un point donné d’une courbe 
donnée, ces expressions diverses de y se résoudront tou- 
jours dans la même valeur numérique. 
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CHAPITRE XV. 

Recherché de la vraie valeur des fonctions d’une 

variable qui se présentent sous la forme - ou — . 

. / 

103. Nous avons vu, dans les premiers paragraphes de ce 

• livre, que si r =/(*), le ™PP ort ~ X-Sr, ' ^ “ déœm ' 
pose en deux parties, l’une indépendante de X, l’autre 
fonction de X et i„ et s’évanouissent avec X — de 

d y 

sorte que la première partie , c’est-à-dire le ^ , est la li- 
mite dont s’approche le rapport des différences, lorsque X—x, 
converge vers o ; ce rapport d’ailleurs se présente sous la 

forme -, lorsque X — x, = o, de sorte qu’on peut dire que 

O 

dr» est la valeur de ce même rapport dans ce cas. 
dx t 

Il y a d’autres fonctions qui présentent la même particula- 
rité , c’est-à-dire, qui, lorsqu’on attribue une certaine valeur 
x\ à telle quantité x qu’elles renferment, deviennent les unes 

-, d’autres oXoo, d’autres ^ : or, si l’on peut trouver 

une limite indépendante de x , dont une pareille fonction se 
^pp^he indéfiniment, tandis que x marche vers x, , on 
peut aire que cetle même limite est la valeur de la fonction 
pour x = x,. r 

104. Soit d’abord une fraction dont les deux termes 
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s’évanouissent , lorsque x — x, ; supposons d’ailleurs qu’aux 
environs de x , , /'(x), /"(x); F(x), F'(x) soient continus ; 

' ■ ,\ . , i. 

on a 

/(x + h) _ f{x)+ hf,(x) + t/'(* + 6A ) 

F( ' r + h) F(x) + h¥'(x) + - F*(x -f 6'h) 

2 

Or, puisque 

/(x,) = o et F(x,) = o, 

on aura 


f(x, 4- h) 
F(x, 4- h) 


•?{*<) + \f"{x t + th) 

F(x,) + *F»(x,4-«rA) 


_fi £.) 

~ F'(x,f 


tt, 


a étant infiniment petit avec h ; donc , à mesure que h s'ap- 
proche de zéro , 


/(x, + h) 

F(x, 4- h) 


s’approche de 


/'(x,) 

F'(x.) ’ 


donc , aussi , 


î "Exemple. 


/(x,) __ /'(x,) 
F (x,) F'(x.) * 


/(x) _ x« — i 
F (x) x” — i 


qui devient - pour x = i , 


on a 

/'(x,) _ nx,"- _ n _ 
F'(x,) mx,’" 1 m» 


a' Exemple. 



(x, =; i). 


f{x)x=a x — b?, F(x) = x ; lorsque x = o , on a 

/(x) _ £ 

F(*) o‘ _ • 




K 


* 
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J'{x) = a* la — b*.\b, {l désigne les log népériens) et 
F(x) = i ; 

donc 

i 'M = la - \b, (x, = o). 

F(x,l 

3* Exemple. 

. - /(a?) = ax — x\ F(x) = a* — ao 3 * + aor 3 — x** 

f(x) o 

ï-L-i est - pour x = a. 

?(*) o . 

Mais 

/'(x ) = a — ix , F'(x) ;= — aa 3 + 6ox* — 4 aarî i 

d’où 

f^ = -, (*, = «)•’ 

F (x,)- o’ 

4* Exemple. Soit 

(i — x) tang — , qui pour x = i devient o X 


„x (t-x) • 

(x — x) tang — = = 


( 7TX\ 
-) 


f(x) t=— x, F(x) =? X ~ x \ 

sin* — 
a 


/'(*.) 2 • • 

F (x,) Xl — • 

io5. était aussi -, et si généralement /'(x,). . . K 

F(x,) o 

/"(x,)..., étaient nuis jusqu’à /'(x,) exclusivement, de 
même F'(x,), F'(x,)...., jusqu’à F m (x,) inclus, on au- 
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/>. + ») + 


, F (^. + A ) F a. (X i)> _^L + BA"-+- 

Cela posé, i°. si n — m, on trouvera 


/fa.) _ /"fa .) 

F (x,) F* (r,)' 



a°. Si n > m, 
nul, ou a 


divisant par h m f haut et bas, et faisant h 


/fa.) _ 

F fa,) 


O. 


3 °. Si on trouve 

/faO _ » 

Ffa,) o' • 

106. Si /(x, + h) et F(x, +A) ne peuvent pas tous 
deux se développer d’après le théorème de Taylor, c’est-à- 
dire, si l’une des dérivées que l’on a à considérer est infinie, 
il faut chercher à trouver des développemens convergens pour 
les deux , ou du moins pour celle des deux qui est dans ce 
cas. 

Supposons 

/(x, -j- h) = Ah* 4- BA -+• C h y . . . » , 
et 

F (x, -+- h) — A 'h* -f- B'A^-f-. o! < & v- • • » 


de sorte que 

/(x, - 1 - h) Ah* B -f~ . . . 

F (x, -+- h) ~ k ' + B'h C -*'+ 

Or, si« = «', on aura, en faisant h nul, le second membre 

égal à ^7 ; si «<«*', il est infini ; si a > * , il est o. 

0 A 


,* 


K 

J 


* 
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« 


107. Enfin, il y a des fonctions qui prennent la forme ~ , 

et qui échappent aux moyens précédens. Alors on est obligé 
de recourir à des considérations particulières , dépendantes de 
la nature des fonctions. En voici deux exemples : 

k 

S i , * 

a étant > 1 . 


a* 00 

i*. — , pour x= cc , on a — , 
x 00 


Or, . 

x‘ x"a +ÿx 

a* = . + xla + -.(1 «*)'+ + ^3^, 

d’où 


a x 

x 


“ ï " t_ la + f + • 


J*- cfl* 
2 , 3 ... 71 * 


qui est 00 avec x. 

.la: , . 00 

2 0 . — pour x — co devient — • : 
x r 00 

on fera 1 x=jr, d’où x = e r , et l’on a 

lf _ y_ __ j_ 

x e y ~ ey ; 

r 

or, x = 00 donne aussi J~==. 00, et par suite 


1 1 



y 



■t ■ 


V. 
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CHAPITRE XVI. 


Equations renfermant plus de deux variables, dont 
une indépendante. '•* 


106. Lorsqu’on a deux équations entre trois variables x, 
X, z, on peut attribuer à l’une des trois, je suppose à x, des 
valeurs arbitraires ; il en résulte des valeurs correspondantes 
pour^ et z : ainsi, supposons qu’à une valeur x = x, , répon- 
dent y=y,, z = z,; donnant à x une seconde valeur 
X = x, + Ax, , et nommant Y — y, + sy, et Z = z, -f- az, 
les valeurs correspondantes de y et z, on aura les rapports 
des différences 

AJ, AZ, 

sx, ’ sx, ’ 


lesquels, à mesure que X converge vers x,, convergent eux- 
mêmes vers leurs limites respectives Admettons 

dXi clx, 

que les équations entre x, y, z aient été mises sous la 
forme 

/(*> y) = o, z) = O. 

Chacune de ces équations renfermant la variable indépen- 
dante x et l’une des deux fonctions y , z, on pourra les 
différentier, d’après ce qui a été dit au chapitre V. Ainsi , la 
première donne 


d’/ 


A Â&* + ¥pày = o, 


dx 


d f 


d */ 





. ^ dx* 4- 2 r-f- . AxAy + -f- . i\y 5 + — d’j'ï 
dx* ^ dxdj- J dy m J d y J 

etc. 


> • 
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dF dF 
-dr +5I dz = °, 

d’F , , . ad’F , , .d'F.dF., 

dP dx + ÏÏT* dxdz + dF dz + d7 di = °- 

10g. Si les équations sont sous la forme 

• /(*>.T>*) = o» = °- 

Il n’en est pas moins vrai que y et z sont des fonctions de x r 
et par suite, on aura pour la première les différentielles sui- 
vantes : 

^£dx + ^ d \y +^da = o. 

A d^ ix '+ && dTd ^ +ji d r+Z à 's+ dxdz 


d*/. 


àj‘ 
ad */ 


+d-? dz ’+:#t d * rdz 


àjr 


dxdz 


Dans ce calcul on fera attention aux points suivans : 

i°. Les , ^ sont généralement et sauf exception,. 

fonctions des trois variables x ,y } z, et doivent être diffé- 
rentiés par rapport à chacune de ces trois variables , ce qui 
fournit neuf termes qui se réduisent à six; 2°: les différentielles 
dy, d z, n’étant fonctions que de x, ne donnent chacune qu’un 

J £" 

terme. Ainsi , — .dx a pour différentielle totale * 

Cl«27 , 

% dx> + ü ^ + 

dr' donne 

à y r 

dxd - r + 
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I 7 I 


^r-.àz donne 
d z 




La somme de ces onze termes reproduit le premier membre 
de notre e'quation. 

On opérerait de même pour les ordres supérieurs au second. 


i io. Avec trois équations entre quatre variables t , x, jr, z, 
de la forme 


/(*, 0=o, F (j, 0 =o, <p(z, t). 

En prenant t pour variable indépendante, on aurait des équa- 
tions différentielles de la forme 




v x 

— dx — o. 
dx 

ad*/ , , . d */ 
-j-4 dard! + 
dxdt dx’ 


dx' 


-f- ^£.d 4 a=o, etc. 
dx 


On ne poussera pas ces généralités plus loin. Après ce qui 
précède , il n’y aura pas de difficulté à opérer sur des exemples 
particuliers , ce qui vaut mieux que de se servir des formules 
générales dans le cas actuel. 


m. Voici quelques exemples : 

i*. Les deux équations r 4 -f- w*x’ == p , z-J-/rx , = o > 

d’où 

ydy -f mxdx = o , dz + ikxAx = o , 
rd‘r -H dr 4 +- mdx’ = o , d’z 4 - 2.kdx* = o , 
jrd/ + 3djrdy = o, d’z = O. 

2 °. X'+J* +z' — r', ax + bjr + cz—k , 

d’où 

xdx + ydjr -j- zdz — o, 
adx -f- bdjr -f edz — o, 

puis 

dx 4 + dj* dz 4 -+-j r d , jr +îd’: = o, 
d’z = o , 

etc. ' 
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CHAPITRE XVII. 

Équations renfermant plus dune variable 
indépendante. 


1 1 2. Lorsqu’on a une seule équation entre trois variables , 
x,y, z, on peut donner des valeurs arbitraires à deux des 
variables, x et y, par exemple; il en résultera des valeurs 
pour z. Dans une équation de cette espèce, f(x,y, z) = o, 
on peut donner à x et y des valeurs xc=x,, y ~y, ; puis 

en laissant y ~y x , faire x = x,, x = X3, , x=X, 

c’est-à-dire , qu’on peut faire varier x en laissant y constant , 
ce qui donne les équations 

f(X-,y,, *«) = »» 

OU 


f(x, -f àx, ,y,,z, + A z,) = o, 


ou encore, 


d’o 


f(x,,y, t z,) + ^ .Ax, + ~£.Az, -f- etc = 0 , 

d/ , , d/ . 


Mais ici, dz,Tie désigne pas la différentielle totale de z, ; ce 
n’est que la différentielle partielle que nous avons désignée au 

chapitre IV par *j^.dx,; l’équation précédente doit donc 


s ecnre ainsi , 


d/ , d/ dz, . 

-r— dx, -+- -j — • T~ l * x > = o » 
dx, dz, dx, 
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ou si l’on veut, 


! 7 3 


àj_ àf à^_ _ 

da:, dz.'dar, 


c’est l'équation différentielle partielle , par rapport à x , . On a 
de inepte l’équation différentielle partielle par rapport àjr,, 

*L + A J. x ^ = o. 

4r. d*. 4r. 

Ces équations mpltipliées respectivement^:# dx, et d/, , et 
ajoutées ensuite, donnent, en observant que 

d z, , dz, . dz, 

d~ d *' + d7, dar ' + TT = dz ” 

qui est la différentielle totale de z, ; et, supprimant les in- 
dices, 

d* dx “I* <7 = °- 

C’est l’équation différentielle totale, qui peut toujours se par- 
tager dans les deux équations partielles , après avoir remplacé 

dz par ^ d* •+• ^ dj ; car elle peut se mettre sous la 

forme 

/d / , Af dz\ , , /d/ , àf dz\ . 

( dt + «7 ’ dï) dX + (d \y + dz * 7) ^ = ° ; 

» , » 

et comme dx et d y sont arbitraires et indépendang l’un de 
l’autre , on peut égaler à o séparément les cofficiens de ces ar- 
bitraires, d’où les deux équations différentielles ci-dessus. 

• » . • ' 

ii 3. Posons, pour abréger, ^=p, ^ = q. Ces deux 

quantités pet y sont données par les équations différcntiellesen 
fonction de x ,jr et z, et comme z est une fonction de x ut y, 
en vertu àcf{x, y, z) t= o, p et q sont fonctions de x et y. 
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Donc, on aura 

= % d * + jj^Ar = rdx + sdj, 

en supposant 



d’z d*z d q 

djr dyàx dxdy dx ’ 

faisant de même 

d q d a z 

on a 

dq = 5l dx + ^ djr = sdx + tdjr ' 

Si l’on observe maintenant que 

d a z = d (dz) = .d (pdx -f- qdjr) — dpàx -f- àqdjr, 

puisque déjà nous avons supposé dx et djr constans , on a 

d*z = dx (rdx+jdy) -f dj-(idx -J- /d?') = rdx , -f-2idxdj'-f-ldj' 1 - 

On trouve de même l’expression de la différentielle troi- 
sième , etc. 

Du reste , ces relations ont déjà été établies au n° 36 , ou 
l’on a indiqué la formation générale de d“z. 

Il faut maintenant former les équations qui donnent r,s, (. 
À. cet effet, reprenons celles qui donnent p et q, en les met- 
tant sous la dorme 

m + np = o (i), m'-f-n'ysœo (2). 
Différentiant la 1” par rapport à x , en observant que m et b 
renferment x,y, z nous aurons , en remplaçant ^ par p, et 
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d/> 

& par r 

dm /An , dn , dn\ 

dT + (dî + d; +F3ï> + " r = 0 - 

La même , par rapport à jr, donne 
dm dn , /dm . dn\ 

■ ^+P^ + KM + PÂ-z)'l + ns = 0 


175 


(3) 

( 4 ) 


Cette dernière donne la valeur de s enp, q, x, y et 1 . Eu 
différentiant l’équation (a) successivement par rapport à a: et 
jr, on a 


dm' 

dn ; / 

dm dm' > 

1 

(5) 

àx' 

+ *dï + ( 


|f + n'=«, 

dm' 

/An' , 

dm' , dn' 

\ . / 

(6) 

djr 

+ ? (d7 + 

dF +!? d7. 

J ~l~ n t 0 . 


L’équation (6) donne t , et l’équation (5) donne s de même 
que (4). D’après la signification de m, n, m' , ri, il serait fa- 
cile de prouver directement l’identité de (4) et (5) ; ce qui 
résulte d’ailleurs de ce que l’équation (4) n’est autre que 


d */ _ 
dj'dx ° ’ 


et (5) 



z étant regardé comme fonction de x et jr dans ces opérations. 

De ces équations du second ordre , on déduirait celles du 
troisième, au nombre de 4> q u * peuvent se représenter par 

d 3 /_ d 3 / d 3 / d 3 / 

. dx* °’ dj^dx °’ dj-’dx °* Ajr* °’ etc ' 

n 4- 1 " Exemple. 

•«* +?* + 2 1 = «*, 

équation différentielle du 1 " ordre par rapport à 

x . . .x + pz — o, (!) 

à X -‘-J + + °- (a) 


t 
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Second ordre, 

. . . 1 + p * -f- zr — o , 
provient de (1) difféientiée par x. 

.. pq + zs = o, 
de (1) par y, ou de (2) par X. 

•••» -f - q* -\-zt — o, 


( 3 ) 

(45 

( 5 ) 


de (2) par j - . 
Posant ' 


dr = r'dx + 
ds = s'dr -f- t'dy , 
dz = Z'dx -f- v'dz. 


L’équation ( 3 ) différentiée par rapport à x, donne 
Idem, 


Zpr -f- zr' = o. 

ou ( 4 ) par x , 2 ps -f- qr-\- zs' = o. 

( 4 ) par y ou ( 5 ) par x, nqs +pt + zi — o, 

( 5 ) par rapport à y , • Zqt -j- zv' = o. 

2' Exemple. 

z 2 -j- a sin kx -f- gy — ve* = o. 

I er ordre, x, p (iz — be l ) -f- ak cos (kx -f- gy) = o 
Idem, r, ?(a z — be z ) -f a g cos (kx -)- gy) — o. 

2' ordre (1) rapport à x, 

r(ig — be‘) -f- p 2 ( 2 — be l ) — ak 2 sin (kx -j- gy) , 
etc 

n 5 . Remarque. On emploie aussi la notation > 

qui indique le rapport de la différentielle totale dz avec dx 
ou djf. Ainsi, 

(if) 1 „ <lr 

c\x 


p + q '& I 

(dz) dx I 

lï =P ïï + ‘ l > ) 


(0 
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On a besoin de ces rapports lorsque dans une équation 

F (x,j, z) = o, 

on établit entre x et jr une relation ^=9 (ar), et que, j- - étant 
ainsi fonction de x, z est aussi fonction de x seul , alors , au 
moyen des coefficiens différentiels partiels p et q , on peut 

1 1 (dz) . /dz\ 

calculer soit -7— soit [ — ). 

d* \àjr/ 

Soit , par exemple, 

x‘ + y“ + z* = a\ 


d’oü 


p = q = — 


que 


l'on fasse ensuite 


jr* = 2 kx, 


on aura 


donc, 


dy_ 

da: 


k ‘ 
T % 


(dz) x k (x + k) 

dar z z z ’ 

résultat que l’on trouve aussi en éliminant^ entre les équa- 
tions 

ar’ + J* + z’ = y = 2 kx, 

d’où 
d’où 
et 


x * + ïkx -| - z* = a’ , 

arda: Ada: + zdz = o , 

(dz) _ _ (a: -f k) 
dar z 


1 16. Si l'on avait deux équations entre quatre variables, 
deux de ces variables seraient indépendantes , les deux autres 
en seraient fonctions et auraient chacune deux coefficiens diffé- 
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renticls du preinièr ordre , trois du second , etc. En géné- 
ral, si l’on a m équations entre m-\-n variables , parmi ces 
variables , il y en a n qu’on peut prendre pour variables in- 
dépendantes ; les m autres seront les fonctions, et auront 
chacune n coefficiens différentiels partiels du premier ordre , 
n -f- 1 du second , etc. 


« 
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CHAPITRE XVIII. 


Maxima et Mininia des Fonctions de plusieurs 
variables. 


1 17. Soit z = f(x, jr) une fonction de deux variables ; on 
peut demander quel est le système de valeurs de x et y pour 
lequel z est plus grand ou plus petit que pour les valeurs en- 
vironnantes. 

Pour re'soudre cette question , nommons x, , jr, les valeurs 
demandées ; il faudra que pour des valeurs très petites de h 
et k, f(x,-\-h,jr,-$-k) soit, dans le cas du maximum , 
plus petit que f (r, , jri), quel que soit le signe et le rapport de 
h et k-, dans le cas du minimum, il faut de même que 
f(x,-\-h, jr, + k) soit plus grand que les valeurs voisines. 

Or, supposons que les coefficiens différentiels de z, dans les 
trois premiers ordres, ne soient pas infinis pour x — x , , 
y ~y et soient continus dans le voisinage de ces valeurs. 
On a 


/(*. 




dx, dy, 


, l(&*, t,, ail % 
^Adxf r dx.dj-. 


hk + plk‘ 

<1 ri 


^ 


nommant L le reste de la série. Donc, la différence 

f(.x, + h, jr, -f-fc) — f(x t ,yi) sera pour des valeurs très 

■ 1T 7 * 1 A . dz, , dz, , 

petites de h et k , de meme signe que -j — h 4- — k : or, si 

pour certaines valeurs de h et de k , ce binôme est positif, 
pour les mêmes valeurs prises en signes contraires, il sera 
négatif. Donc , tant que ce binôme sera dans l’équation 

12. . 


« 
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f (x, , y ,) ne sera ni maximum ni minimum. Ainsi Ja pre- 
mière condition que.ar,' et^, doivent remplir, c’est de satis- 
faire aux équations 

d z d* 

dx ’ (j \y 

Ces conditions ne sont pas suffisantes ; car la valeur de 
f(T,+h , y, -f- A) — /(•£, , y,) sc réduit , au moyen des nota- 
tions du chapitre précédent , à 


- (r, -|- 2 s,hk -J- -|- L. 


Or, pour le maximum , il faut que cette différence soit né- 
gative pour tout système de valeurs très petites de h et k ; 
si elle est positive, il y aura minimum. Généralement donc, 

si ^ {r,h‘ -f- 2s t hk-\- t,k‘) n’est pas nul, indépendamment de 

h, k, il faut qu’il ne change pas de signe, quelque valeurs 
que ron mette pour A et A, puisque, h et k étant très petits, 
cette partie détermine le signe de la différence. 

Soit h — mk : cette première partie se mettra sous la forme 
{indices supprimés) , 

- A* ( m'r q- ims -f- t ) , 

2 

quantité dont le signe dépend de celui de 
i • m'r q- 2 ms -f- t ; 


mais pour que cette quantité ne change jamais de signe , quel- 
que valeur qu’on y mette pour m , il faut et il suffit que l’é- 
quation 

m'r q- 2 ms q~ < = o, (a) 

ne donne pour m point de valeurs réelles inégales. 

Toutes les conditions seront donc remplies dans deux cas ; 
celui où cette équation a ses racines imaginaires, et celui où elle 
les a réelles et égales. 


& 
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Dans le premier cas , on a 

• s'<rl, ou *- < l -, 
r* r 

et 


/ 

1 8 1 


îV + ami -+-' = r ( mi + 2 ™ ■■ s + 7 .) = 4~f)- - 


Cette quantité' ne change pas de signe, quel que soit m ; elle est 
d'ailleurs du même signe que r : donc , les conditions com- 
munes au maximum et au minimum , sont p ■=? o, q— o, 
rt s 1 : il y a maximum , si r et / sont ne'gatifs ( il suffit de 
reconnaître la chose pour l’un , puisque rt > s') , minimum , 
si r et t sont positifs. 

Dans le secdnd cas , on a 


et 



m‘r -f- o.sm -f- t 



Cette quantité ne changeant pas non plus de signe , quel que 
soit m,f(x , -{-hyjr, 4 -k) — sera de même signe que r 

pour tous les systèmes de valeurs de h et k , excepté lorsque 

h et k seront dans le rapport de — - ; car si j — m = — - , 

le trinôme mV-J-arm-f-t est nul, et ladifférencey(.r 1 -J-A,y'■ I -f-X■) 
se réduisant aux termes en h\ h*k , etc. , change généralement 
de signe avec h et k. Ainsi, lorsque rt = s* en même temps 
que p — o, q — o , les valeurs x=x, , y —J, indiquent une 
espèce particulière de maximum ou de minimum ; un maxi- 
mum sirest négatif, un minimum si rcst positif. Mais la va- 
leur z— z,, qui y répond, est plus grande que f(x,-f-h,j r ,+k), 
dans le premier cas , excepté lorsque h et. k ont des valeurs 

dont le rapport est — S - , de sorte quey^a:, — — , j r ,-|-A’^peut 

être égal à f(x, , y,) ou même le surpasser. Dans le second 


* 


Digilized by Google 


182 


TRAITE ÉLÉMENTAIRE 
sk 


cas , celui du minimum , f(x , — — , j, -f- k ^ peut être égal 

au minimum /"(if, , , ou même en être surpassé 'f). 

Enfin , il n’y aura ni maximum ni minimum si avec p — o, 
qz=zo , on a rK^s*. 

Dans le cas où les valeurs x, ,j, qui annullent p elq annul- 
leraient aussi r , s, t, il faudrait pour qu’il y eût maximum 
ou minimum , qu’elles annullassent encore les termes affectés 
de h', h^k, hk* , A 5 ; l’existence du maximum ou du minimum 
dépendrait ici des termes du quatrième ordre. 

1 18. Je prendrai pour exemple le problème suivant : 

Parmi les parallélépipèdes rectangles de même surface, 
trouver celui dont le volume est un maximum". 

Soient x,j , z les trois arêtes du parallélépipède; 2 a‘ la 
surface, on aura 


d’c 


le volume 


2 xj + ix z -f- V rz — 2a * 

* = f IrJZ. 

x+j 


V — XJl — z 


a? xj — x 7 j* 
x + J 


, d’où 


= 0, (1) 


dv __ {a J' — ix f‘) {x-\-j) — a 1 xj -f- x 7 j 7 
x . (*‘ 4 - j-)* 

d v (a 7 x — 2 x‘j){x +j) — a' xj 4 -' x'j* 

sp = 'V +,->•, “ 0i w 


réduisant , on a 

x‘ 4- ixj = a’ , j* 4- ^xj = a‘ ; 


( 3 ) 


(1) Le lecteur déjà muni de connaissances géométriques suffisantes fera 
bien de recourir au n* 179, note , qui éclaircit d’une manière satisfai- 
sante ce qui est relatif au cas rt =i>. D’ailleurs il n’y aurait pas grand in~ 
convénient à passer légèrement sur ce cas dans une première lecture, sauf 
à y revenir . 
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d’où 

x a =j' et x =j. 
Puis , substituant dans l’équation (3) 


on trouve ainsi 


V/3 » 


J " 1/3' 


Pour savoir s'il y a maximum ou minimum, on met les 
équations (i) et ( 2 ) sous la forme 

(x + !)'• jjj = “'J 1 — x'ÿ Â — xxy 3 , 
dv 

(x jp = a‘x' — xy> — TJX 3 . 

Différentiant , et observant qu’ici -v- , 7 ^ sont nuis, on a 

n dx’ df, 


(x +jy . = — %xj' — a/ 3 , 

(jr +J ^' ’ d^Ir = 2a,jr ~ 2Xljr “ 6xJ ' »• 

d a t> 

(* + j ) • jp = — — 2je3 - 


Mettant pour x et r la valeur — , il vient 

[/3 


dV 

"dx 1 




dV 


a 1 d’v 


j/ 3 ’ dxdjr 2 {/3’ àjr‘ t/3' 


Ici rt = ^- . Donc s 1 ; r et t sont négatifs : c’est 

donc un maximum , et la figure cherchée est un cube. 
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ng. Soit maintenant une fonction de* tant de variables 
qu’on voudra 

z =A*>J, I. », 0 , 

dont il s’agit de trouver les maxima et les minima. 

c . dZ dZ dZ dZ 

S», - = î , etc, 

£Z 

dx ! 




d a Z 


d*Z 


d“Z 


d a Z 


’ dxcJÇ ’ d £“ ’ dj' - * U ’ d.rd^ V 


d»z 

dj"dz 


= w , etc. 


En raisonnant comine plus haut, on verra: i°. que les va- 
leurs de x,f, z, etc. , qui répondent au maximum ou au 
minimum , doivent faire partie des solutions des équations 

P = °, 7 — °y 5 T = 0, f = O, etc.; 

2°. Que si l’on nomme h , g , i, k, l, etc., des quantités 
inGniment. petites , le signe de la différence 

f(x+h,jr-\-g,,z + i,,etc..)—f(x,y, z, ... ) 

dépend de celui du polynôme 

ï (h*r -t- 2&IS -j-i’t-f-g^.u -f- 2 hg u -f- 2 igw -J- etc.) [b) ; 

qu’il y aura maximum si cette quantité est constamment né- ' 
gative , quels que soient h, », g,...- minimum si elle est 
toujours positive. 

Or, faisons h=ul, i= 8 Ï, g=^yl t k = K.l, etc., (b) devient 

±l J (r*'‘ -f- 2*fis -j-tf’i f-y^u-j- 2*y.v -f-.sCyw» -f-etc.). (c) 

Pour que cette quantité ne change jamais de sigue , quelque 
valeur qu on donne à *, il faut que , égalée à o, elle ne donne 
pour * que des valeurs égales ou des valeurs imaginaires , ce 
qui exige que 


^ fis -f- yv -f- etc. y < -f- y‘u -f-2@ yw -J-etc.^ 
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Or, 


< 

(&s 4- 4- etc.)* _r( i S , r + y , u + 2 /Syw-f- . . .) , 


développant , on a 

o ^ £’(rt — s*) — {— y® (ht* — v’) + 2 j 2 y (nv — sv) + • . ■ 


La question est donc réduite à rendre constamment positif 
le second membre de l’inégalité précédente (je ferai, pour 
abréger, abstraction du signe =). 

A cet effet, il faut d’abord que le coefficient de /S“ soit po- 
sitif : donc , première condition , rt > s' ; ensuite 

/ (nv — sv) y 4- etc, y y’(ur— v *) 

\ rt — f* / ^ rt — s‘ ' 

on 

[(rw — w)y 4- etc.]* <[ y*(u; v)(rt — s“) 4 etc. 

Supposons, pour fixer les idées, qu’il n’y ait que les trois 
variables x, jr, z , . . . , l’inégalité précédente sera 

( nv — st>)‘ <( (ur — v’)(rt — «*) r ( i ) 


et l’expression de (c; nous montre que, dans le cas du maxi- 
mum , r est négatif ; dans le cas du minimum , positif. D’ail- 
leurs , la condition rt > s* , jointe à (i) , donne 


ur — v* 2> 


(nv 4- av) 3 
rt — ’ 


et montre que s’il y a maximum ou minimum, les trois 
quantités r, t, u sont de même signe, et ainsi de suite. ' 

lao. Pour terminer cet article, on remarquera qu’il y a 
aussi des maxima ou des minima pour lesquels p et q sont 
infinis. Dans ce cas , il faut examiner les valeurs de la fonc- 
tion , voisines de celle où p, q , etc. , ont cette forme . 

Ainsi la fonction 

* = mx -f- ny 4- [/ x' — a“ 4" V J‘ — > 
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/» = *» + 


1 = 


y/x'—a 

n V J' — c* 


n y/g* — a* 
V^x* — a* 


+ 




\-r- 


P et q deviennent infinis si x — a, jr - b- il est évident , 
en examinant z, si m et n sont positifs, quez est minimum 
pour x = a, y = b.. 
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CHAPITRE XIX. 

Application du Calcul différentiel à la Géométrie de 
Fespace. 


Plans tangens , Normales aux surfaces courbes. 


iai. Soit z = f (x, y) l’équation d’une surface courbe 
(fig. 45). Si dans cette équation l’on donne à jr une valeur 
yz=y, = -+- AL , les équations^ —y, , a =/(x, y, ) déter- 
mineront la section de la surface par le plan LBC parallèle 
à xz; si l’on fait x = x, = -bAI, les équations x = x, , 
z = f (x, ,y) donnent la section IDE parallèle kyz ; que l’on 
fasse x = x, , y=y, , d’où a = /(x, ,.r,) = a. , et ces trois 
coordonnées déterminent le point M de la surface. 

Après avoir fait x =x,= -\- AI et y =j, — + AL , on fait 

x = x, + dx, = AL' , 

et l’on a les trois coordonnées 

x=x, + dx,, y=y,, z—z t + -z .doc,, 
pour le point m. 

Posant LL' = 4/i . on a P our * e point n 

x = x,, y=y, + dy,, z = a, + ^-(1/,. 
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Enfin, si l’on fait à la fois x — Al' = x, -f- dr, et 
J— ^ —Ji-k-Ajr, , on a pour le point h 

+âx,,jr =j,+djr l , z=z,+Az,. 

Dans le cas où dx, , djr, sont infiniment petits , et où l’on 
pre'voit que les termes du second ordre pourront être suppri- 
més , on aura , à cet ordre près , les coordonnées 

pour le point M, 
pour le point m, 

pour le point n, 
pour le point k 

122. Théorème. Toutes les fois qu’en un point d'une sur- 

face P = j^i et q = sont tous deux déterminés , finis ou 

infinis , les tangentes menées en ce point à toutes les sections 
de la surface en ce même point , sont dans un même plan. Ce 
plan se nomme plan langent. 

Pour démontrer cette proposition, nous ferons passer 
(fig. 45) par l’ordonnée MP un plan ; ce plan coupe la surface 
en une courbe ; à cette courbe on mènera en M une tangente, 
puis, faisant tourner ce plan autour de MP, on montrera que 
cette droite supposée constamment tangente à la section de la 
surface par le plan, décrira, pendant le mouvement de cette 
section , un plan. 

Or x,, j-,, z, étant les coordonnées de M , le plan qui passe 
par MP a une équation de la forme 

y — y. = a (x — x.) , 

d’où 

y — y, + < ? — ■*,)• 

Cette équation, jointe à celle de la surface z — f(x, y) 


y it z i » 

x < + dx, , j,, z, + . dx,, 

*0 y. + dr>, Z, +^djr,, 

*, + dx,, y,+dy t , Z, +dz, , 
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détermine la section. L’équation de la surface seule donne 

Az = pAx + qdy; 

mais ici y est une fonction de x déterminée par 


d’où 


jr = jr, + < x — *.) , 

dy = adx , 

et par suite pour les points de la section 
. Az = (p + aq) dx, 


pui: 


(d z) 


L’équation de cette section projetée sur le plan des xz, est 
x =f[x,s, + a(x — x,)]. (a) 

La tangente à la courbe elle-même en x, , y , , z, , a pour 
projection sur xz une tangente à la courbe ( 2 ), laquelle tan- 
gente a pour équation 

z — z, = (x — x,) — ( p , 4 - aq,) (x — x,). 

Les équations de la tangente à la section sont donc 
J — Ji ~ a (. x — x i)> 

z — z, = (p+ aq,) ( x — *,). (3) 

Or , c’est a qui détermine la position particulière du plan 
de la section , et l’élimination de a donnera l’équation du 
lieu de toutes ces tangentes , équation qui est 

Z, — z' = p,{x — X,) + q,(y—y, ) ■■ 
c’est un plan que l’on nomme le plan langent. 

Remarque. Lorsque p, , q x sont de la forme - , on ne peut 
plus conclure que la tangente décrit un plan : l’équation (3) 


» 
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devient, dans ce cas , identique , de mêtne que celle du plan 
tangent. On verra plus loin que cette circonstance se présente 
en certains points singuliers des surfaces courbes , tels que le 
sommet du cône (n® i43). 

123. Ou peut prouver que si l’on coupe par un plan quel- 
conque mené en M ( fig. 45) la surface z—f{x,y) d’un côté , 
et de l’autre le plan z — — x,) + q(y — y,), la 

section faite dans celui-ci sera tangente à la section faite dans 
la surface. 

En effet , un plan mené par M a pour équation * 

z — z, = A(.r — - x,) 4- B(y — y,). (i) 

L’intersection de ce plan avec la surface a pour projection 
sur le plan xy, 

z, -f A(x — x,)-f-B(y — y,) — f(x,y) = o. 

Pour avoir la tangente à cette courbe projetée, différentions 
son équation , il vient 


Adx - Bdj- — . dar — . d y o ; 

dx d y J 

d’où 

*JL _A 

dy __ dx p — A 

~ ir -r 

L’équation de la tangente en x,-,y, est donc 

OU 

(, P . — A)(x — x,) + (ÿ, — P.)(j —y,) — • o. (3) 

Les équatiqps (i) et (3) sont donc celles de la tangente A la 
section courbe; mais la sectiou du plan tangent et du plan (i) 
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est donné par (2) et par 

• 2 — 2, =p x (x— x,) + q, (j— J-,); 

si de cette équation on retranche (1), on a 

0= (p, — A)(x— x,) + (q, — B) C r—Jx ) ! 

équation identique avece(3). Donc la section rectiligne a aussi 
pour équations (1) et (3) ; donc elle se confond avec la tan- 
gente à la section courbe. 

1 24. De même que la tangente à une courbe passe par deux 
points infiniment voisins pris sur la courbe, de même le plan 
tangent contient trois points infiniment voisins pris sur la sur- 
face. En effet , l’équation 

2 — z,=p, (x — x,)+q,(jr ) 

est satisfaite nou-seulement par 

x =x,, jr=jr, , 2 = 2,, 

mais encore (fig. 45) par les coordonnées. de m , qui, au 
second ordre près, sont 

x = x, -f dx, , jr = j, , 2= 2, +p,d*, , 

et par celles de 

n x =r x,. jre=jr t , z=z z, + q,àjr,. 

On ne doit pas oublier que ces énoncés sont des abrévia- 
tions. On dit de même que le plan tangent coupe la surface 
en une courbe infiniment petite, ou qu’il a un élément infi- 
niment petit commun avec la surface. 

125. La normale à une surface courbe est une perpendi- 
culaire au plan tangent, menée au point dé contact. Les 
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équations de la normale au point x,,jr, t z, sont donc 

x — x, +p,(z — 2,) = o , jr —j, + q{z — z,\ = o. 

On nomme plan normal tout plan qui contient la nor- 
male : il est indéterminé. 

126. Exemples. — 1" Exemple. L’ellipsoïde, rapporté à ses 
diamètres conjugués , a pour équation 


a* ^ b' ^ c' 1 ’ 


de là 


c'x 


c'y 


P=--r t , 

L’équation du plan tangent est donc ■ 

c'x, c'y. , 

^ - a, = - ^7 -rj- ( J- - r. ) , 


ou 


b‘», 

”« , JX » 1 jy. —■ z . , x r . jr\ ■ 

t» a* b* c* i 'a* à* ~ 

La normale 

c ’x, 

X _ X, _ — (z — z t ) — o, 

L’équation de la troisième projection est 

Dans le cas de l’ellipsoïde de révolution autour des z , on a 
b = c, 

et cette troisième projection se réduit à 

' • 

Xi 
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elfe passe donc à l’origine, et par conséquent la normale 
elle-même coupe l’axe de révolution. Si l’ellipsoïde est al- 
longé , la normale est ainsi dans le plan des rayons vecteurs ' 
menés au point de tangence, et divise l’angle de ces rayons , 
en deux parties égales ; par conséquent , dans l'ellipsoïde de 
révolution allongé , le plan tangent fait des angles égaux avec 
les rayons vecteurs menés au point de contact. 

Pour la sphère , on a 

c = b = a ^ ■ :• 

' # t 

l’équation du plan tangent est 

. * / 

+ SS, -f «, =* a*. 

Les équations de la normale 



prouvent que cette droite passe au centre, 
a' Exemple. L’hyperboloïde à une nappe 


î! 4. JL' — îI— , 
^ r 


a pour plan tangent 


xx, 


SS, 

b‘ 


zz, 


*„ y„ z, étant un point de la surface. ' < 

Puisque par chaque point de la surface on peut mener deux 
droites situées sur cette surface, et que chacune de ces droites 
est sa propre tangente, ces deux droites sont aussi sur le plan 
tangent, ce dont on peut s’assurer en cherchant l’intersection 
du plan tangent avec la surface. ï 

3* Exemple. Les deux pavaboloïdes peuvent être ramenés 
à la forme 

. z = a * 1 -j» Br* , ' ' . _ 

«3 ' , • 

' . t. 

' " i 

*1 

» , . 

* *. ' Vd 
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d?oir * • i 

p — aAx , q .= 2B^ , 

'et le plan tangent : 

.. .« • ' • «> • • ■ 

• v, * — Z, == 2Ax,( X — x, ) +2B^(j — Jf,1 , • 

QU - * . 

Z -f Z, = aAxx, -f- aBj-j-,. 

Dans le paraboloïde hyperbolique , on trouvera aussi que 
le plan tangent coupe la surface en deux ge’ne'ratrices recti- 
lignes. 
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CHAPITRE XX. 

» , • • • 

» Y * 

Suite des Applications géométriques. 


Différentielles de Faire des surfaces courbes , et 'du volume 
qu’elles terminent. 


127. Soit une surface %— f(x, y), et considérons (fig, ^ 5 ) 
l’aire de la partie GDMB terminée aux plans DMÏ, BML, le 
premier parallèle à yt , le second à xz l’expression de cette 
aire est une fonction de AI =ar, et de AL = y,. Soit S cette 
expression, que nous supposons continue par rapport à x, 
et y, , et aux environs de ces valeurs. Si dans cette expres- 
sion on remplace x, = AI par x, + dx, = AI', elle devient 

s + Ë • dx ' + Atbr ‘ ’ 

ce dernier terme étant le reste de la série ; de sorte que l’ac- 
croissement est 

< dS 

v / * = «fF, + AdX ' ’ 

|( • • 4 .1 • • V Z • . • » ' •• r • • J 

expression qui représente ainsi l’aire de la bande MDD'm. Si 
dans cette expression on remplace y, par j'-, 4- ây, = AL'^ 

MDD'm croîtra de M mkn et <p de 4 ^- dy,-f-Bd y*. Or, B étant 

d r. 

d s « . . . 

une valeur de y— , est inbniraent petit du premier ordre 

. 3 ." 
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au moins ; Bdjr* est donc du troisième , et en le négligeant 
il rgste ' 


quantité qui , au deuxième ordre près, se réduit à 


d$> 

<*.r< 


àjr, = d . 


(M ■ d *' + id *0 




dx. 


d»S 
àx, <\y, 


• dx.d^,, 


Il s’agit maintenant de trouver , aussi au 2 * ordre près , 
l’expression du quadrilatère Mnkmen quantités dépendantes de 
l’équation de la surface. Plaçons ce quadrilatère avec les 
ordonnées de ses sommets dans la position que montre la 
figure 46. Supposons-le copcave vers les xjr . Menons en M le 
plan tangent terminé aux faces prolongées de la figure parai - 
létipipédale qui a pour base le rectangle P sqr dont l’aire est 
àxtdji. Tirons les cordes mM, Mn, nk, km. On peut tou- 
jours joindre deux sommets opposés du quadrilatère gauche 
M nkm , par une droite ÆM , de manière que les deux trian- 
gles MAn, Ukm forment une surface concave vers xy. Nous 
avons quatre segmens de courbe M fn, ngk, kin, mMÆ, qui 
sont du troisième ordre : car, par exemple, le segment 
M nf < MBn ; or MBn == £ Bn X PS ; mais Bn , différence 
entre l’ordonnée S de la courbe M/n et l’ordonnée SB de sa 
tangente , est du deuxième ordre ; donc le triangle MBn , et 
par suite le segment Mn /, sont du troisième ordre. On dé- 
montre de même que les trois autres segmens sont , ainsi que 
figures rectilignes B k, H), DmM, du troisième ordre. Je 
nommerai fa la somme des quatre segmens , yjla somme des 
deux triangles avec les deux trapèzes qpi sont du troisième 
ordre ; j’appelle Q la surface du quadrilatère courbe ; on a les 
triangles kmM -y kn M <! Q £s,.d f’ù 


d’ailleurs 


Q > M mk + inM £ 3 ; 

, Q < MBCD + ys ; 
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donc , au deuxième ordre près y 

Q >Mm* -f- *nM et Q < MBCD. 


'97 


Or , les triangles M mk et MDC ont sur les xy même projec- 
tion Vrq = ; dx,d y,. Soient a, a! les angles que les plans de 
ces triangles fout avec xy , on aura 


cos a 


COS a. 


mais « — et est infiniment petit; donc cosa et cos •' ne' 
diffèrent que d’un infiniment petit : donc 

MDC— Mm* = j dx,d y, ( C ° 9 * ~ 

est au moins, du troisième ordre. 71 en est de même de 
MBC — Mo*. Ainsi les deux limites de Q sont égales , au 
deuxième ordre près ; donc 

Q = MBCD, 

’ au même ordre près. D’ailleurs 


MBCD = 


P rqs 


cosa 


mais d’après l’équation du plan tangent , on conclut 

i 


COS a' 


donc enfin 




MBCD = dx jd^ , [/ 1 + p\ + q\ , 


puis 


d*S 


Tr-TZ = }/l+p' + f' 


dxd^ 


(0 


Remarque i ra . Cette conclusion ne souffre pas de difficulté; 
car il est prouvé d’un côté que 

Q =dSi7/ xd ' + ^ • 
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et 

Q = dxclxV ^ 1 +P > •+■ ?’ + <*'s, h, fs, étant dù 3* ordre.. 
Delà " , '• 

“ ’i Y»' ' * _ ' * ' ■ • .* - 

-j^p- tlxdr + «fs - dxdj- \/ 1 +/>* + q' + P 3- 

Donc , en supposant dx et dy du même ordre , comme on l’a 
fait dans ce qui précède , on aura l’équation ( 1 ) en vertu de 
l’art. 45. 


Remarque a*. Pour prouver que le trapèze nBCk est du 
troisième ordre , on observera que la hauteur qs est du pre- 
mier ordre; la base Bn est du second : on l’a prouvé. Quant 
à la base Ck =C q — kq , elle est aussi du second, car l’équa- 
tion du plan tangent, en y faisant x~x, -f- dx,, y=y,+dy, f 
donne ’ 


C q — Z, -f pàx, + qdy, ; 

mais kq=xf(x,-\-&x iy y l +ày x )-=- z,4-/>dx,-|-ÿd < 7', 4- un terme 
du a* ordre; donc, etc. ,■ . • 


128 . Le volume termine aux plans xz , yz, xy, à la sur- 
face GM , et aux plans IM , LM , çst- aussi ( fig. 45 ) une fonc- 
tion de AJ = x,. AL — y, ; si l’on nomme y cette fonction, 
on démontre, comme plus haut, que dx, étant égalé II', 
dj-, = LL' , le solide P tmn est , au second ordre près , 


égal à 


d’y 

dx.djr, 


dx,dj\. Mais , 


d’un autre côté , ce solide est 


compris entre deux parallélépipèdes rectangles ayant pour 
base commune Pr — dx,dy , , et pour hauteur, l’un la plus 
petite, l’autre la plus grande des ordonnées MP, rk, qm, 
ns , ou, plus généralement, la plus grande et la plus petite 
des ordonnées de la portion de surface Mmin . Or,' cès 'deux 
ordonnées ne diffèrent que d’une quantité infiniment petite ; 
de sorte que ce petit solide , au troisième ordre près , est 


d’analyse infinitésimale. 
égal à Pr X MP = z,clX|d/,. Doue . ^ 

- \ 4 V 
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et, si l’on veut, 


(\xdj- 

d 3 y 


= « , 


ou 


d 3 y 


dxdjrdt 
. dxdjdi = d.rd jrdz , 


àxdjrdz 

ce qui forme un petit solide rectangulaire dont les trois di- 
mensions sont dx, d^, dz ; JT, y , z étant les coordonnées 
d’un point quelconque pris dans l’intérieur du volume con- 
sidéré. , , 

129. Ces formules servent à calculer les aires et les volumes 
déterminés par des surfaces 'courbes : on en Verra des appli- 
cations dans le calcul intégral. 

11 y a des corps dont l’aire et le volume se calculent au 
moyen d’expressions différentielles plus simples, fet d’un ordre 
moins élevé que les précédentes , et d’abord les solides de 
révolution. . ‘ ‘ 

Soit ( fig. 47) un corps décrit par une courbe EMF tournant 
autour de Ax ; considérons une partie de la surface terminée 
à un plan MOC, perpendiculaire à Ax ; i] est évident que 
l’aire et le volume terminés à ce plan sont des fonctions de v 
AO — x , , de sorte que S étant l’expression de l’aire et v 
celle du volume, si l’on fait x=» x, -f- dx, = AO', ces deux 

fonctions croîtront, au premier ordre prés, de — *dx, .dx. 

Mais l’accroissement de l’aire consiste dans la zone engen- 
drée par l’arc MN autour de Ax , laquelle zone est plus 
grande que l’aire du tronc de 1 cône décrit par la corde MN, 
et moindre que la somme faite de la couronne décrite par 
Nm et du tronc de cônê décrit par la tangente Mm. Le tronc 
de cône décrit par la corde MN a pour mesure 


r(MO NO') x MN *(j , + y, -f à.r.) V -I- 4 TÎ > 


•Digitized by Google 


f 

* 


30 O TRAITÉ ÉLÉMEiYTAIHE i 

ou, au premier o^dre près, 

= **ji V dx* 4- dy * . 

La couronne décrite par Km qui est du second ordre,, 
est aussi de cet ordre. Le tronc de cône décrit par la tangente 
Mm a pour aire 

*-(MO 4. mO'JMm = *■(/, -\-jr x -f dj',) {/ dar*,-f , 

ou , au premier ordre près , 

V'àx\+djï~-, 

donc 

dx = V &• + <ir* ; 

Quant au volume, l’accroissement consiste dans le segment 
décrit par la figure inixliligne MNO'O. Or , ce segment est évi- 
demment compris entre deux cylindres ayant pour hauteur 
commune 00 ' = dx, , et pour base, l’un le cercle MO, 
l’autre le cercle NO', et ayant par suite pour mesure , l’un 


»,MO’x 00' = îtf-'dx, 

l’autre 

rNO.OO' = w{y x -f- dy,) t .dx l . 

r » * ’ ’ ’• ' P ' 

Ces expressions ne diffèrent que. dans le second ordre ; donc 


dv 

dx, 


ou 


.dx, = dx, 


dv 

= 


«29 bit. Lorsque dans un solide bn peut calculer l’expression 
de l’aire d’une section perpendiculaire à l'axe des x , ou à 
l’uu des deux autres , on peut obtenir une différentielle du 
volume de ce corps. Ainsi ( fig. 47} soit l’aire de la 

section MCDO , on trouvera , en nommant i»' le volume ter-, 
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miné au plan de cette «&tion , 

• - ^d* = *6r**).d*. 

Si le aolide est de révolution , ou a , ' 

<pCr»*) = 

ce qui ramène au cas précédent. 

Les autres formules différentielles de ce genre seront don- 
nées dans le calcul intégral. 




% 
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CHAPITRE XXL. 


Suite des Applications géométriques . — Z?ej Surfaces 
courbes en général. - 


§ I". Surfaces cylindriques. 

120. Une- surface cylindrique est engendrée par une droite 
mobile qui , s’ appuyant sur une courbe donnée , reste parallèle 
à une droite donnée. 

Soient x=az, y — bz les e'quations d’une droite à laquelle 
la génératrice doit rester parallèle; les équations de la géné- 
ratrice seront de la forme 

x=az+«, ys=bz + i 8, 

a, fi, étant deux quantités qui varient d’une génératrice à 
l’autré , et qui sont constantes pour une même génératrice. 
Ces deux quantités sont doue variables ensemble et constantes 
ensemble ; donc l’une est fonction de l’autre. Ainsi 

|S = ?(*), 

0 étant une fonction qui dépend de la courbe directrice. Les 
équations de la génératrice sont donc 

x=az + a, y = bz- f- <?(*)• 

Si donc on élimine a entre ces équations, on aura l’équation 
générale des surfaces cylindriques , qui est • . .. 

‘ ■ ' .V • 

* y — bz — tp(pc — az y. (0 
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Cette équation ‘exprime que si l'on prend un point x n y n 
qui y satisfasse , et que par ce point On inèue une .droite 


x — x,' = a(z — 

y — y< = K* — 


*ih i 


(a) 


parallèle h x=az,y-=bz, cette droite appartient tout 
entière au lieu géométrique de la même équation : car si 
dans (i) on substitue les valeurs de x et y tirées de (a), on 
trouve , réduction faite , 


. ' * 


J y — = 9(x, — 02 <) > 

• y ■ 1 

• • * **• . 

équation identique, puisque x,, j',, z,, satisfont à (i). 

1 3 1 . Trouver l' équation d’un cylindre ayant pour directrice 
un cercle situé dans le plan xy. 

Les équations de ce cercle sont 

ij 

+ J* = r\ 


z = o, x‘ 


(0 


le centre étant à l’origine. ■>«. 

» ^ • 

Les équations de la génératrice sont de la forme 

x = az -f- «i ' y == bz + 0. (*) 

• ’ *' ' > - • i ... viitug ,!> jiintn sdilMto 

11 faut que dans, chacune de ses positions cette droite 

coupe la circonférence : à cet effet, il faut que pour chaque 
système de valeurs de « et 0 , les équations (i) et (a) admet- 
tent un système de valeurs de x, y, z ; mais pour cela il y a 
une condition à remplir, condition que l’on trouve en élimi- 
nant- x, y, z entre (i) et (a) ; ce qui donne 

«* + 0* = r’ , f 3) 



0 =■ (//•“ — «’ ;■ - 
■s équations de la génératrice sont donç 

x = az + a, y = bz + i/r 3 — , 

déterminant la position d’une géneratfice jndividuelle, si 


d’où 
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l’on élimine » entre ces équations , ou en d’afttres termes , si 
entre les équations (i), (a), (3), on élimine* et fi , on aura 
l’équation du cylindre , 

(x — asf + (y — bx) k = r*. 


t3a. Soient en général f(xy,z) = o, F(x,j, z) = o, les 
équations de la courbe directrice; x=az, y = bz, la paral- 
lèle aux arêtes ou génératrices , qui ont ainsi pour équations , 
comme ci-dessus, 

ÏSM + », y = bz /}, 

Pour que l’arètç coupe la directrice, il faut une condition 
que l’on trouve en éliminant x, y, z entre ces deux dernières 
équations et celles de la directrice. Soit 4(*> fi)— O le résultat 
entre cette équation et celles de la génératrice i on élimine et 
et /S, et l’on a pour l’équation du cylindre 


ou 


4(* — az, y — bz) = o, 
»• 

y — bz = ç(x — az). 


i33. On peut déduire de cette équation du cylindre une 
équation différentielle partielle débarrassée de la fonction 
arbitraire <p , équation qui d’ailleurs est aussi générale que 
celle- là. Reprenons l’équation 

>s „ * • » . 

y — bz — p(x — az) , 

différentions-la par rapport à x, en observant que f>(x — az) 
est une fonction de fonction , et appliquant par conséquent 
le théorème du n° i5 , on a 

,, d (x — az) 

— bp — ç(x — az) . ^ , 

ou 

— bp — p'(x — az) . (l — ap). 

De même par rapport à y , 

I — bq ■==. *'(* — az) X ( — «?)• 


% 


Digitized by Google 


d’analyse infinitésimale. ao5 

Divisant l’une de ces équations par l’autre , il vient . > 

bp i — ap 

l —bq aq ’ 

ou réduisant < 

r — ap + bq. \ 

Cette relation entre p et q exprime une propriété du plan 
tangent , savoir, que ce plan est partout parallèle à la droite 
x = az, y = bz. En effet , ce plan est ’ 

z —z,—p(x — JC,) + q{j —y,). 

Le sinus de l’angle que Ce plan fait avec la génératrice a pour 

numérateur , 

1 — ap — bq. 

Pour que cet angle soit nul , il faut la condition 
i -- ap + bq. 

i34- Trouver T équation d’un cylindre parallèle à une droite 
donnée y = bz , x — az, et enveloppant la sphère 

( a: - <*)* + ( y — ff)* + (s - y)‘ = r*. 

Si à l’un des points où le cylindre touche la sphère on 
mène un plan tangent à l’une de ces deux surfaces , ce plan 
touche aussi l’autre : donc la ligne commune jouit de cette 
propriété, que p et q calculés pour la sphère ont sur tous les 
points de cette ligne les mêmes valeurs que pour le cylindre • 
or , l’équation de la sphère donne 



Ces valeurs doivent donc, pour tous les points de la ligne 
de contact, satisfaire à l’équalion du cylindre i =ap + bq t 
ce qui donne pour la ligne de contact la relation 

z — y + a{x — *) + b(y — (i) — 0 . 

Cette équation ,’ jointe à celle de la sphère , déterminé la 


Digitized by Google 



a<>6 • TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

ligne de contact : ces deux équations remplacent ici les deux 
équations f(x, y,z) = o. F(x, y, z) = o, du n° iM. 

Remarquons que l’équâtion (i) est celle d’un plan passant 
au centre de la sphère perpendiculairement à l'arète du cy- 
lindre : donc cette ligne de contact est un grand cercle perpen- 
diculaire aux arêtes. ~ 

i 35 , Généralement, pour trouver l’équation du cylindre 
parallèle à une droite donnée et enveloppant une surface don- 
née fÇx , y, z)= o , on tire de cette équation les valeurs de p 
et de q , que l’on substitue dans ' \ _ - 


! = ap + bq. 

Il en résulte .une équation F(xy,z ) = o qui, jointe à 
f{x,y,z)~ o, détermine la ligne de contact, laquelle peut 
être regardée comme la directrice du cylindre : on est donc 
ramené au cas du n° ,1 3 a. 


1 36 . La ligne de contact d’une surface du second degré et 
d' un cylindre circonscrit est plane : car l’équation des surfaces 
du second degré peut être ramenée à la forme 


d’où 


Ax’ + By* -f Cz* -f- 2lz 4- K== o ; 
Ax _ ïj y 

p—~cz+ 1’ ? ~~cr+T ; 


(o 


substituant dans i = ap 4- bq , il vient 

*• 

A ax -f- Bùjr + Cz -f - 1 = o- (a) 


La ligne de contact déterminée par les équations (i) et (z) 
est plane , puisque (a) est l’équation d’un plan. 


137. Le plan qui touche le cylindre en un point le touche en 
tous les points de t arête qui passe à ce premier point. 

En effet, l’équation des surfaces cylindriques 

y — bz ■=. p(x — az) 

donne 

_ — az) __ . ■— 1 

P at>'(x — az) — b ’ * ap'( x — az) — b" 
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L’équation du plan tangent en un point x, ,y,,z , est donc 

<p'(x,— az,) 


i—z t — 


-ï?G=35=t^- <■> 

Or , si le point x, , y, z, est sur une arête donnée 
x = az + k, y = bz -+■ h, 

t , • ** 

x, == az, + k, y l =bz, + h i 
mais puisque c’est une arètë , on a. aussi 
h => i p(À ) ! 

x,— az,=*, y, — bz,=<p(k); , 

l’équation ( 1 ) devient donc 


on a 


donc 


_ *\ k ) 

a<p\k) 




OU 


— *] — x?'(A) +.y = z,[V(*) — *] — *■$'(*) 4-jr, ; 
remplaçant x, par az,-f-à, et par £z, +^(i) , on a enfin 
*[«$'(*) — b ] —xp\k) +y= f(k) — **'(*). 


Cette équation du plan tangent est indépendante de x,, 
jr„ *„ et ne renferme que a,b,k : donc elle est la même pour 
tous les points de la même arête. Donc on peut faire rouler un 
plan autour du cylindre , de manière que toutes les arêtes de 
la surface soient successivement appliquées sur le plan , ou, 
réciproquement, faire rouler le cylindre sur le plan, c’est-à- 
dire développer le cylindre sur le plan. 

J II. Surfaces coniques. 

> 

i38. Ces surfaces sont engendrées par une droite s’ap- 
puyant sur une courbe donnée et passant par un point donné 
qu’on appelle sommet du cône. 
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Soient a,b,c, les coordonnées de ce sommet : les équations 
d’une gépératrice ou arête du cône seront de la forme 


* — a = #(2 — c) , jr—b = &{z— c); 


m, $ varient d’une génératrice à l’autre ; et l’équation du 
cône sera 



i3g. Si = o , F(x,j, z) , sont les équations de la 

courbe directive , et qu’on demande de déterminer l’équa- 
tion du cône, a, b, c étant toujours le sommet , on éliminera 
z entre les équations 

/ = o, F = o, x — o ~ m(z — c) , jr — b = — c ) j 

ce qui donne ube équation de la forme 
(g = tp(a). , 


Remplaçant ici /t par 



et « par 



on a le cône k 


* V • ' 

Par exemple, si la courbe directrice est le cercle 
X = o, x r jr* = r 5 , 

on trouve 

(a — ac)*4-(ô — @c )' = r*, 
et pour l’équation du cône , 


•* (az — cx)*-b(bz — çj')‘ = r 1 (t — c)*. 

i4o. On prouve facilement que le plan tangent au cône 
passe au sommet , et que , réciproquement,, toute surface 
dont le plap tangent passe toujours par un point donné est un 
cône. Or, l’équation du plan tangent est 

x — x. — P y (* — *.) + ?.Cr —y y) i 

la condition pour qu’il passe au sommet a , b , c , est 
c — *1 — />.(« — X x ) — q,(b — y,) — o, 
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ou , en supprimant les indices , 


c — z — p(a — x) — q(b — jr) = 0 . 


(0 


cest l’équation différentielle des surfaces coniques. 

On peut la déduire par différentiation de l’équation 


q(jr-b)-Z + C=- 4'(f5ï) X (*-«). 


i4»- 0n prouve ici, de même que plus haut, que le plan 
tangent au cône en un point, touche dans toute l 'étendue de 
la génératrice qui y passe ; ce qui montre que le cône est dé- 
veloppable. 

*4 2 S’il faut trouver l’équation d’un cône qui , ayant un 
sommet donné a, b, c, est circonscrit à une surface courbe 
donnée f(x,jr, z) = o, on tire (n°* i34et 1 35) les valeurs 
àepetq, on les substitue dans l’équation différentielle du 


sont celles de la courbe directrice,' et l’on est ramené au n° 1 3g. 

f '4 3 - La courbe de contact d’une surface du second degré et 
d’un cône circonscrit est plane. 



b 


que l’on mettra sous la forme 



d’où , par rapport à x, 


par rapport à j, 




c — z p(a -x) — q(b — j-) = o-. 


ce qi|i donne une équation 


Les équations 


F(*> J, z) — o. 

» Xi 2 ) o , F(x ,y,z) = o , 
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■* 

La démonstratiou est analogue à celle du n° ia 6 s le lec- 
teur peut la développer. 

i44. Lorsque le cône a son sommet à l’origine , a, b, c sont 


nuis ; l’équatipn des surfaces coniques est alors 



et l’équation différentielle z =px 4 - qy. 


§ III. Surfaces de révolution. 

i45. O 11 appelle ainsi la surface décrite par une ligne quel- 
conque tournant autour dune droite à laquelle elle est fixée. 
Dans ce mouvement , chaque point de la ligne mobile dé- 
crit un cercle qui a son centre sur la droite fixe qu’on nomme 
axe, et son plan perpendiculaire à cet axe. Si l’on suppose 
que cet axe soit pris pour axe des z , et que l’on coupe la sur- 
face par un plan z~a , perpendiculaire aux z, on aura 
pour section un cercle dont les équations sont de la forme 

x 3 + y* = $. 

Si le plan change, le rayon du cercle changera, de sorte 
que fi est une fonction de « : ainsi 


d’où 


0 = <P(«) , 

+ J r ‘ = ?(*),. 


pour les surfaces de révolution autour de l’axe des z. 

146 . On demande la surface engendrée par une droite tour- 
nant autour de l’axe des z, et qui n’est pas dans un même 
plan avec cet axe. 0 , 

Soient x=a, y — bz les équations d’une pareille droite, 
considérée dans la position particulière où elle est perpendi- 
culaire aux x ; on élimine x, y, z entre les quatre équations 

x== a, y=bz T z — a , x‘ 4 - j - 1 = £ , 
et l’on a 

■fi=z o*4-iV ; 

remplaçant « et (S par z et a:* 4 -y\ il vient 
x* -f -y* — ■ i’z* = a‘. 
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C’est l’-hyperboloïde à une nappe et de révolution. 

147. Si à l’ordonnée - 4 *^*) de la surface dé révolutiôn 
on ajoute mx -+• ny -f-7, qui est celle d’un plan , pour former 

Z = t (JT* + y 1 ) + mr+ ny + l, 

on a ce qu’on appelle une surface rampante facile à construire : 
le pilastre rampant en offre un exemple. 

148. : L’équation x' •+- y* = p(z)j différentiée par rapport 
à x , donne 

2 x = p . $>'(*), 

par rapport à r 

*r = 9 • ; 

<l’où . • 

}— P q ' ou ? x—py=o. 

C’est l’équation différentielle des surfaces qui sont de révolu- 
tion autour de l’axe des z. Cette équation peut se trouver par 
la considération du plan tangent. On sait que dans ces sur- 
faces le plan tangent en un point est perpendiculaire au plan 
méridien qui passe en ce point. Or, l’équation du plan tangent 
au point x,,y,, z, est 

z — z, —p,{x — *.) — 2,Cr— Jy) = 0 . ' 

Celle du plan méridien qui passe en ce point est 


r 




ou yx, — xy , = o 


et la condition pour que ces plans soient perpendiculaires est 
q,x, — p,f , =0, ou qx —py = o , 
comme plus liaut. 

1 49- Supposons maintenant que l’axe de révolution ne soit 
pas confondu avec les z f et soient les équations de cet axe, 

x — a y — b z —c- ~ 1 


cos • 


cos (6 


cosy 


14.. 
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», fi, y étant les angles respectifs qu’il fait avec les x, j-, z ; a , 
b, c les coordonnées d’un point de cet axe. 

Un plan perpendiculaire à cet axe a pour équation 

x.cos« -\-y cos/S -f- zcosy = m. (i) 

Soit en a, b, c le centre d’une sphère dont l’équation sera 

(x~a)‘ +(j— by + (z — cy = n. (a) 


Les équations (i), (a) sont celles d’un cercle perpendicu- 
laire â l’axe , et puisque le rayon varie avec la position du 
plan , on a 

n = 

Donc l’équation des surfaces de révolution est dans le cas 
actuel 


( x _ a y + (r — b T + (* c y ~ $ ( x cos * + J cos £ + z cos y) . 

i5o. Pour avoir l’équation difTéren tielle déduite de la con- 
sidération du plan tangent 

z — z, — p,(x — x,) — q,iy—y,) =o , (i) 

cherchons l’équation du plan méridien passant au point x, , 
y, y z, : elle est de la forme , 

z— a, + A(x — X,) +B(J — r.) = ®. (a) 


, Or, ce plan doit passer par l’axe dont les équations peu- 
vent être mises sous la forme 


cos« , ' , COS0 . 

x — et = (2 — c), y b — ( 2 c )- 

cos y cosy 

Tirant de làx et y pour les substituer dans (>) , il vient 


z(cos y -f- A cos * -{-fi cos 6) — (z, -f- Ax, + By ,) cos y ••«••••« . 
4 - (A a -(- Bô) cos y — Ac cos « — Bccos fi , 

d’où les deux conditions 
A cos * 4* B cos (3 -f- cos y = o r 

(z, -f- Ax, + By — Àa -- B b) cos y 4 - Ac cos m -f- Bc cos /3_= o ; 


« 


» 


* 

•» 


X 
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A = Ü'i ~ b ) cos y — (»■ ~ c ) c *Qg l 
( x, — a) cos fi — ( y , — ù) cosa ’ 

g ( z, — c) cos * — (x, — a ) cosy 

( x, — a) cos j3 — (jr, — b) cos*' 

Or, la condition pour que les plans (i) et ( 2 ) soient perpen- 
diculaires est 

1 — kp, — By, = o, 

ou, mettant pour A et B les valeurs trouvées, et supprimant 
les indices 


(x — a) cos fi — (j — b) cos« -f- p[(z — c)cosfi — {jr — b ) cos y] 

— ?[(* — c ) cos * — C* — a ) cos y ] — °- 

C’est l’équation différentielle demandée. Si l’on fait a, b , c 
puis, C et droits, y nul, on retombe sur l’équation 

— pjr + qx=so. 

i5i . Trouver l’équation d’une surface de révolution autour 
de l’ax^ z , et qui enveloppe une surface donnée f(x,jr, z)=o. 

Suivant la marche déjà tracée (n° i35) on tirera de 
f{x, z) = o, les valeurs de p et q que l’on substitue dans 

pjr — qx ~ o; 

ce qui donne une équation • 

y 1 *) = o. 


Les deux équations f ■=. o , F = o , sont celles de la direc- 
trice. Ainsi, entre les équations 


f = o, F = o, z = -, x * +jr* = fi , 


on élimine x, J, z ; d’où 


puis 

pour la surface. 


£ = <P(«), 

** + r* = *(*), 
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i5a. On suppose que la surface enveloppée est la spbère 

* ** +(y — ày 4-*“ = R*» (O 

qui a son centre sur l’axe y à une distance b de l’origine ; de 
cette équation on tire 



L’équation py — qx = o devient donc 

bx = o , ou. x — o ; (2) 

les équations (i) et ( 2 ), ou 
x = o , (J 

sont ainsi celles de la courbe de contact. Ces deux équations, 
jointes à z = « , = donnent par l’élimination 

de x, y , z 

( b -f l/R‘ — «■)* = /S. 

Remettant pour « et /3 les valeurs en x, y t z, on a l’équa- 
tion de la surface annulaire , * 

' f 

(i b + l/R»— *•> = af + r , 

ou 

( 4. R* — z* — x» — = 46 s (R a — *»). 

La section méridienne peut se trouver en faisant x =. o , 
d’où 

(b + i/R*— z )* ~j\ 

puis 

b+ \/Rï^ = ±s, ±y — b=\/R‘ — z‘, 
et 

(y±by + z'^R*. 

Ce sont deux cercles du rayon R , ayant leurs centres sur 
l’axe y f à égales distances de part et d’autre de l’origine. Il 
est évident que chacun de ces cercles , en tournant autour de 
l’axe z , décrira la surface. 
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i 53 . Remarque. C’est ici le lieu den donner quelques 
exemples relatifs à la remarque du n° 122. La surface pré- 
cédente nous en offre un , lorsque le cercle générateur coupe 
l’axe de révolution AB ( fig. 48) ; menez en A la tangente AC, 
pendant que le cercle ADB tourne autour de AB , AC ne cesse 
pas de lui être tangent , et décrit un cône : donc, en A, les 
tangentes ne sont pas dans un même plan. En effet, l’équation 
de la surface donne , par rapport à x, 

— (£ + l/R* — *") • . = ax , 

J l/R* — a* 

d’où 

— 2-rt/R* — _ — aary/R 1 — <* 

P ~~ z(* + l/R’ — z*) ~ z\/x‘ 

de même 

_ — 2y y/R‘ — R" — ** 

^ z{b ^ R 1 — ?) zf^x* -j- j- 1 

Or , sur l’axe AB , on a 


et par suite 

4 



(*) p et q «ont ici réellement indéterminée : car ti dans p on fai 17- = mx, 
quel que eoit m , on auraj'- = o arec 1 = o , et p devient 


_ al/R» — 1» 1 

1 l/i+m» 

Or, comme arec x = o, y = o, on â 

b -f l/R* — t* — o, 


* = tt l/R» — A». 

Cette valeur de p, qui prend la forme 

■±. a b 1 

1 /R* —~b' Vi + m’’ 

est indéterminée , puiaque m cat arbitraire. Même observation pour q. Le 
cône est , dans le même cat , au sommet. 


f 

i 
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En second lieu , au sommet d’un cône , les arêtes étant leurs 
propres tangentes, la même circonstance a lieu ; mais (n° t3o> 
l’équation du cône étant 



on a les deux équations différentielles 

p(x — a)'—p{x — a )(j—b)V+ (z—c)(y —b)V = o r 
?Cr— *)(*— «) — <?(r — by . 4 /— (* — cj (x—a) = 0 , 

qui sont satisfaites, indépendamment de petq, quand x—a r 
y = b, z — c , c’est-à-dire au sommet. 


- J IV. Surfaces conoïdes. 

i54- On donne ce nom aux surfaces engendrées par une 
droite qui se rrieul en s' appuyant sur une courbe et sur une 
droite données , en restant perpendiculaire à cette dernière 
droite. 

Supposons d’abord la droite fixe confondue avec l’axe deszr 
la génératrice coupant cet axe et lui étant perpendiculaire , ses 
équations sont de la forme 

x = *, y = I Sx. • 

a et 0 étant fonctions l’un de l’autre , l’équatiou de ces sur-, 
faces est 



ou 

— 4 ( z )’ 

X 

i55. Trouver l’équation du conoïde de la voûte d’arête. 
Dans ce conoïde la courbe directrice est un cercle vertical s 
nous en placerons le centre sur l’axe des x, et le plan perpen- 


i 

\ 

T 

I 

: Dlgilized by Google 


d’analyse infinitésimale. 217 

diculairement à cet axe. Les équations de ce cercle sont donc 

x = a, y* + z>* = r*. 

Éliminant x,y, x entre ces équations et z — <t } y=i Sx, 
on a „ • 

fi -f- «’ = r 4 . 

Remplaçant « et fi par leurs valeurs , il vient 

* a“j-’ -f- x’x 1 — r*x* = o. 

i56. Trouver l’équation de la surface supérieure du filet 
de la vis carrée. 

Dans cette surface , la courbe directrice est une hélice ayant 
pour axe la directrice droite de la surface. Il faut donc d’abord 
donner les équations de l’hélice. Soit ( fig. 49) A* l’axe^ 
BDG le cercle base du cylindre sur lequel Khélice se .trouve : 
ce cercle est aussi l’une des projections de l’hélice , laquelle 
projection a donc pour équation 


+ r = 


Supposons d’ailleurs que l’hélice passe en D. Soit DC un arc 
de la courbe ; d’un point C menons les coordonnées CB = z, 

BF —y, FA=x ; l’hélice est telle , que lç rapport 


CB 


est 


arc DB ■ 
AF 

• constant. Or , en C , on a CB = *. L’arc DB a pour sinus ^ , 
AF x 

pour tangente = — ; donc 


DB. 


: ax . arc (tang=j^ ; 


et la seconde équation de l’hélice est 




am arc 




* 


t 
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m est ici le rapport du pas de l'hélice à la circonférence À (J. 
Prenant donc les équations de l’hélice 

*’ + J - ’ = a’ i z = am arc ^tang = 

et la. génératrice 

z = a, jr — fix , 

éliminant x et jr, ‘on a > . 

/ i \ 

m ~ am arc ( tang = - y 

Remettant pour m et /3 les valeurs en x et jr , on retombe sur 
z ~ am . arc ^ tang = — ÿ , 


qu 


x=^tang — , 


qui est ainsi celle de la surface demandée. 


tiation 


d’où 


67. L’équation du conoïde , z — tp donne par diffé- 


P = _z 


et px + qjr = o. 


Pour déduire cette équation de quelque propriété du plan 
tangent , on remarque que ce plan , coupé par un plan hori- 
zontal passant au point de contact, donne pour intersection 
une horizontale qui coupe l’axe des z , et dont par suite la 
projection horizontale passe à l’origine. L’équation du plan 
tangent est 

z — Z, =/i,(x — x.) + q, (r — Xif 
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Le plan horizontal passant en x, , y,, z, est 

Z = Z,. 

L’intersection de ces plans a pour projection horizontale 
p\{X—X,) + Ç,(y—y,) = O , 
et la condition pour que cette projection passe à l’origine est 
P,x, + q, JT, — o, 

ce qui reproduit, en supprimant les indices , l’équation ci» 
dessus. 

Cette équation peut d’ailleurs être employée, comme ses 
analogues , dans les surfaces précédentes. 

i58. Cherchons maintenant l’équation des surfaces conoides 
en supposant que l’axe passe par un point a, b , c, et fasse 
avec les x, y. z, les angles », jS , y. Les équations de 'l’axe 
sont 

x — a x — b z — c 

COS a. COS $ COS y 

Si par un point x, y, z on mène deux plans, l’un conte- 
nant l’axe , l’autre perpendiculaire à ce même axe , l’inter- 
section de ces deux plans donne une arête de la surface 
conolde ; le premier plan a son équation de la forme 

[(x— a)coay— (z— c)cos«]M— {(y— b) cosy — (z — c)cos/8]N= o , 

d’où 

M (y — b)cosy — (z — c) cos fi 

N (x — a) cos y — ( z — c) cos *’ 

Un plan perpendiculaire à l’axe a pour équation 
x cos ce + y cos G + z cos y = L . 

Donc 



»* 
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OU 


X COS « -j-^COSÊ -f- Z COS y = 

C’est l’e'quation cherchée. 


F il -b) cosy — (z — c)ct>s 5~-[ 
M_(* — a) cos y — (z—c) cos« _J' 


§ V. Surfaces développables. 


i5g. Les surfaces traitées dans les paragraphes I à IV de ce 
chapitre sont représentées par des équations qui ne contien- 
nent qu’une fonction indéterminée ou arbitraire , laquelle 
fonction se détermine dès qu’on fait passer la surface par 
une ligne donnée, ou qu’on la circonscrit à une autre surface 
■donnée. Les équations différentielles ne renferment plus la 
fonction indéterminée. 

Dans l’équation des surfaces développables , nous trouve- 
rons deux fonctions indéterminées de même forme que celles 
vues précédeipment , en ce que chaque fonction ne renferme 
qu’une quantité , monome ou polynôme : telles sont les 

fonctions +y') , <p , ç>(ax -f -by-\- cz), au contraire de 

ç^x'-^-y*, xy), <p(xy), etc., qui sont fonctions de deux 
quantités. Nous verrons que l’équation différentielle du pre- 
mier ordre renferme encore une fonction arbitraire , et qu’il 
faut passer au second ordre pour avoir une équation diffé- 
rentielle sans fonction arbitraire. 

Voici un mode de génération des surfaces développables : 
on a deux surfaces courbes ; un plan toujours tangent à ces 
deux surfaces roule autour d’elles , et forme par ses intersec- 
tions successives une surface développable. On peut encore 
dire que’ cette dernière surface est l’enveloppe de l’espace par- 
couru par le plan. 

Considérons ce plan dans l’une de ses positions et joignons 
les points où il touche l’une et l'autre surfaces ; nommons 
arhle la droite ainsi obtenue : si l’on déplace ce plan , les 
deux plans consécutifs se couperont en une droite. Supposons 
que le second plan vienne se rapprocher du premier : l'inter- 
section de cès deux plans viendra se rapprocher de l’arète. 
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qui sera la limite de cette intersection, et se trouve par con- 
séquent sur la surface développable : si donc le plan roule 
autour des surfaces données, cette arête,* entraînée et joi- 
gnant toujours les points de contact nouveaux , décrira la sur* 
face développable (*). 

Le plan mobile, en roulant autour des deux surfaces, 
laisse sur chacune une trace formée par la série de ses points 
de contacts successifs avec cette même surface. Soit (fig.|5o) 
ABC cette ligne sur la première surface , DEF sur la seconde ; 
MN le plan mobile à l’instant où il touche la première sur- 
face en B ; la deuxième en E ; de sorte que BE est l’arète de 
la surface développable correspondante au plan MN. 11 est 
évident que les courbes ABC , DEF sont sur la surface déve- 
loppable. Or, le plan MN contient deux tangentes à la surface 
développable en B, savoir l’arète BE , de plus la tangente à 
la courbe ABC en B , vu que ce plan touche en B la surface 
qui contient ABC : donc le plan MN est tangent à la surface 
développable en B. On démontre de même que ce même plan 
touche la même surface eu E; je dis de plus que ce pla,n la 
touche sur toute l'arête BE, et par exemple appoint I pris 
arbitrairement sur cette arête. Eu elTet , par ce point faisons 
passer un plan qui coupe la surface développable en une 
courbe LI'I , l’arète B'E' en I'et le plan MN en KT ; tirons II', 
et menons un plan par BE et 1'. Ce plan renferme II' et se 
confondra avec MN, si B'E' vient.se confondre avec BE : donc 
la sécante II' vient se confondre dans ce cas avec Kl, qui est 
ainsi tangent |en I à la courbe LI'I : donc MN , qui renferme 
Kl et BE est aussi tangent eu I. C. Q. F. D. 

160. Puisque la surface développable peut être parcourue 
par un plan qui la touche toujours en une droite, récipro- 
quement la surface pourra parcourir, un plan sans déformer 


(*) On a un exemple simple de celte génération en concevant deux sphères 
égales touchées d’un même côté par un plan. L’arète est ici toujours paral- 
lèle k la ligne des centres, et la surface décrite est un cylindre droit. » 




v 
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ses arêtes , c’est-à-dire pourra se développer ; et c’est de cette , 
propriété que lui vient la dénomination employée. 

161 . On peut aussi appliquer aux surfaces développables les 
considérations suivantes , qui , si elles ne sont pas complète- 
ment rigoureuses, ont cependant l’avantage de donner une 
idée nette de la nature de ces surfaces. Considérons le plan 
mobile dans plusieurs positions très rapprochées , c'est-à-dire 
supposons plusieurs plans tangens anx deux surfaces direc- 
trices : chacun de ces plans coupera le suivant en une droite. 
Soient aa' , bb\ cc' , etc. (fig. 5i ) les intersections successives • 
de ces plans. Ces droites ne sont pas des arêtes de la surface 
développable , mais elles ont pour limites ces arêtes. Ea sur- 
face développable peut ainsi être regardée comme la limite 
d’une surface polyédrale, composée de portions des plans 
déjà considérés ; portions comprises entre oa et ob' , o’b' 

et o'c’, etc. Ces élémens plans doivent être supposés pro- 
longés indéfiniment dans les deux sens. Plus on les supposera 
étroits et moins la surface polyédrale différera de la surface 
développable. Or, si l’on ouvre cette surface polyédrale sur oa', 
puis sur le polygone oo'o’o” , on pourra faire tourner le petit 
hedre b'o'c’ autour de ob' pour l’appliquer sur le prolonge- 
ment du plan a'ob' ; de même co n d' pourra tourner autour 
de o’c' , etc. ; et la surface sera développée. 

Les arêtes aa', bb‘ , cc', etc. , forment par leurs intersections 
successives un polygone oo’o " , etc. Par conséquent les arêtes 
de la surface développable forment de même une courbe à 
laquelle elles seront toutes tangentes , et qu’on nomme P arête 
de rebroussement. Dans les cylindres, l’arête de rebroussement 
s’évanouit ; dans le cône , elle se réduit à un point qui est le 
sommet. 

162 . Trouver l’équatipn de la surface développable engen- 
drée par un plan qui roule en s’appuyant sur deux surfaces 
données par leurs équations ; trouver l’arête de rebroussement 
de cette surface développable. 

Soient les équations des deux surfaces z = /(x , y), 
s=F(x, y)- 
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Prenons sur la première surface un point x, ,jr t , z, ; le plan 
tangent en ce point est 


/ \ | , v ils, 

,-«, = (*- X.) JJ. + 0— J 


(0 


De même le plan tangent à la deuxième en un point x t , 

JTt, a. est 

, , dz a , dz* 

z _ z. = (*- x.) — + ( jr -J.) (a) 

Pour que ce plan coïncide avec le précédent , il faut que les 
trois relations suivantes aient lieu , 


dz, 


dz, __ dz» dz, dz a 

àx, àx % ’ èy t 


dz l 


dz a 




dz a 

7.’ 


(3) 


’dar, J d y, 
en n’oubliant pas que 

*i =z f{x itj' i)> a a — F(a^ a> y a ) . (4) 

Supposons maintenant que des équations (3) et (4) on tire 
cinq des quantités z t , x,, y,, z,, x t , jr % , en fonction de la 
sixième , z, par exemple ; qu'on les substitue dans («) ou (a) ; 
l’une ou l’autre de ces équations prendra la forme 

M = z ^ **(z,) +y ?,(*,) + <p,(z,) = o. (5) 

Cette équation est donc celle d’un plan qui touche les deux 
surfaces données; si l’on y remplace *, parz, -f-A, l’équatiou 


dZ[ dz* 2 


( 6 ) 


sera celle d’un second plan touchant les deux surfaces. L’in- 
tersection de ces deux plans est donnée par l’ensemble des 
équations (5 J et (6) , et plus simplement par les deux équa- 


tions 


m dM h 

M =3 O, b- 

dz, 2 


d“M 

dz, 


; -+• etc. = o. 


La limite de cette intersection , c’est-à-dire l’arète de la 
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surface , arête passant au point de la surface z = f{pc tf) dé- 
terminé par z , , sera donc fournie par les équations 


M = o, 



Donc l’équation de la surface développable demandée est le 
résultat de l’élimination de z, entre ces deux dernières équa- 
tions. 

Pour avoir l’équatiou de l’arète de rebroussement , on re- 
marque que les équations d’une arête rectiligne étant 



pour avoir celles d’une autre arête répondant à z, -f- h, on 
remplace z, par cette quantité , et l’on a 


m . dM 

M -f- -j— h . . =o, 


dM . d*M 

dz, + dl] ' h + etC< = °' & 


L’intersection de ces deux arêtes sera donc donnée par le 
système des quatre équations (a) et ( b ). Ces deux droites ne se 
coupent qu’en supposant h infiniment petit : car alors les 
quatre équations se réduisent aux trois suivantes : 




Le lieu de ces intersections se trouvera en éliminant z, 
entre ces trois équations ; de là deux équations en x, z, 
qui seront celles de l’arète de rebroussement. 


i63. Une surface développable se trouve encore engendrée 
par un plan roulant sur deux courbes données. 

A cet effet, soient celles de 

' x = f(z),jr=f l {z), (,) . 

les équations de l’une des courbes; prenons-y un pointa;,, ^ lf z, : 
les équations de la tangente en ce point sont 

dx, , , dr, . 

Æ “ x * = di7 (z ” z ' ) ^ — • r, = 5^7 (*—*>)) (a) 
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«ar les projections de la tangente touchent les projections de 
la courbe. 

Soient les équations de la seconde courbe 

x = F(z), jr — F,(z), (3) 

en un point r, , , z a ; les équations de la tangente sont 

dar, , „ dr« 

). 1 , 4 ) 

Pour que les deux droites (2) et ( 4 ) soient dans un plan , il 
faut une équation de condition entre z,, X iy y t , r 2 ,x a ,y a . 
Soit 

y fn x , , z a , = o. <5) 

Soit ensuite l’équation du plan qui passe par (2) et ( 4 ) , 

* + Ax + Bj- + C = o, (6) 

A, B, C étant des fonctions de x t ,y 2 , z t , x,, y, , z,. 

L’équation ( 5 ) et les équations x, = =/, (z,), 

x a = F(z t ),y t =!•', (z a ) permettent d’exprimer A, B, C en 
fonction de la seule indéterminée z, , et l’on se retrouve dans 
le cas de l’équation ( 5 ) du n° 162. 

164. Trouver l’équation d’une surface développable , con- 
naissant les équations de l’arète de rebroussement. 

On a montré que toutes les arêtes rectilignes d’une surface 
développable sont tangentes à l’arète de rebroussement. Donc 
la surface développable est le lieu des tangentes à l’arête de- 
rebroussement. 

Soient donc f(x, y, z) = o , f x {x, y,z) = o, les équa- 
tions de cette courbe , et soit x, ,y,,z, un de ses points , de 
sorte que 

/(* f,(x,,y lt z,) = o. (1) 

. , . . . V • V *• *• 

Les équations de la tangente en ce point sont 

Entre ces équations et les équations (i), on élimine x lt y, t z ,, 

i5 




* - 
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on a le lieu, de toutes ces tangentes, c’èst-à-dire la surface 
demandée. 

165. Pour les raisonnemens théoriques, les équations d’où 
l’on déduit l’équation de la surface développable peuvent être 
mises sous une forme plus simple que celles données dans les 
n°* «62 et i63. En effet, le plan mobile a, dans ces deux 
articles , été mis sous la forme 

z-j-«Æ + yj‘-b/S = o. 

y, « étant fonctions d'une indéterminée, de sorte qu’on 
peut dire que deux de ces coefficiens sont fonctions du troi- 
sième. Ainsi £=$(*), y == 'J'M > et l’équation du plan mobile 
prend la forme 

M = ? + « + ■+* P(«) = 0 » 

et l’on voit que l’équation dé la surface développable provient 
de l’élimination de a entre M (“) = 0 e * 

^ = x + + 9 ("O ~ 0 î - 0 ) 

au 

de même on aura les équations de l’arète de rebroussement, 
en éliminant « entre les équations précédentes et 

^ = <?"{,) — = o. 

166. Les équations (1) de l’article précédent conduisent 
d’une manière assez simple aux équations différentielles des 
surfaces développables. En effet, reprenons ces deux équa- 
tions 

t -J- xx + yM,*) + <P(“) = °> (0 

x +y4 / '(*) + < p'( m ) = °- ( 3 ) 

En vertu de la seconde, « est une fonction de x,y, qu’d 
faut substituer dans la première ; ainsi on supposera que de 
cette seconde on ait tiré a =*(x,y) , qu’on ait mis cela 
dans la première , et l’on aura l’équation de la surface dé- 
veloppable. Pour simplifier nous conserverons * : en ayant 
égard à cette observation on aura , en différcntiant l’équa- 
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tion (i) par rapport à x, 

p+«+x ^ ^ + $>'(<*) 0 ; 

par rapport à jr, 

■ q + 4(a) + ^ [* + + ♦'<•)] = °- 

En vertu de ( 2 ) , ces équations se réduisent à 

/» + <*= o, ? 4- 4(«) = 0 

d’où 

? + 4( — p)= 0 , ou ÿ=F(/>): 

c’est l’équation différentielle première des surfaces dévelop- 
pables. 

Elle exprime que le plan tangent en un point est tangent 
sur toute l’étendue de l’arète qui y passe : car en supposant 
cette propriété vérifiée , on en conclut que le plan tangent en 
un point ne dépend que de l’arète qui passe en ce point. Or, 
la position de l’arète est déterminée par une seule arbitraire 
que je nomme *. Donc la position du plan tangent, et par 
suite p et q , ne dépendent que de *; donc 

, . î = ?(*)i i»- <?■(«) > 

et par suite 

q = F (p). 

Pour trouver l’équation différentielle seconde, on diffé- 
rentie cette dernière , d’abord par rapport à x, d’où 

jjï ou s=zF(p) X ^ ou F'(/>) X r , 

par rapport à y , 

^ ou / = F'(p ) . ^ ou F \p) . s ; 

éliminant F ’(p ) , il vient 

j a — rt == o. 

i5.. 
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On verra bientôt la signification géométrique de cette équa- 
tion. 

167. Remarque. Avant de continuer et de terminer les 
questions relatives à la génération des surfaces, dont il nous 
reste encore un exemple remarquable à traiter , d’après le 
plan qu’on s’est proposé , on va établir, dans le chapitre sui- 
vant, la théorie de la courbure des surfaces, théorie qui 
trouvera ensuite son application dans ce qui reste à dire sur la 
génération desdites surfaces. 





Digitized by Google 



d’analyse infinitésimale. 


329 



CHAPITRE XXII. 

Suite des Applications géométriques. 


* ' 


Courbure des Surfaces. 


j68. Théorème I". Si par une même tangente à une surface 
courbe on fait deux sections , F une normale , la seconde quel- 
conque, et que Von calcule les rajrons de courbure de ces deux 
sections au point de contact, le rayon de courbure de la se- 
conde section sera la projection de celui de la section normale 
(6g. 52). 

Soit^Ax un plan tangent à une surface courbe en A , As la 
normale , Ax la tangente dont il s’agit , zAx sera le plan de 
la section normale AB. Soit z'Ax le plan oblique donnant la 
seconde section AC ; AA Az est l’angle de ces plans, angle que 
nous désignerons par 6 ; la courbe AB rapportée aux axes Ax , 
A z , x étant la variable indépendante , a pour rayon de 
courbure . . 

, (dx* + dz 1 )» 

^ dxd’z 

Or, au point A , dz est nul, puisque — détermine la direc- 
tion de la tangente ; donc , en ce point , 


dx* 
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Rapportant la section AC aux axes A z', Ax, on trouvera de- 
même son rayon de courbure en A _ 

, dx* 

P “ dV* 

Or, pour un point M du plan z'Ax comparé avec un point Q 
situé dans zAx sur une droite MQ parallèle à A Y, on a 


d’où 


MP cos 9 = QP , ou y cos 9 = 2 , 
d’z' . cos A = d’z. 


Or le point étant sur les deux plans zAx , z'Ax , cette relation 
existe en A; donc 


, dx’ 

J ~ dV “ 


dx * . cos fl 
d’z 


= f cos ô. C. Q. F. D. 


16 g. Théorème IL En chaque point d’une surface , sup- 
posée continue aux environs de ce point , il y a deux sections 
normales, dont lune a son rayon de courbure maximum, 
Vautre minimum par rapport aux autres sections normales , 
et les deux sections dont il s’agit sont peipendiculaires entre 
elles. (Proposition qui souffre exception, voir n° ij5. ) 

Soit ( fig. 53) A le point de la surface , xy le plan tangent 
en ce point , AMC une section normale faite par le plan AL , 
lequel coupe le plan xy dans kx f ; on rapporte la courbe AMC 
aux axes kz, kx' -, faisant l’angle xAx' = *»,, on a pour un 
point quelconque M de la section, 

x = AI = APcos « = x'cos«, y = x'isin»; 

posant =tangi»=*, et remarquant que pour tous les 
dx 

points de la surface on a 

dz = pdx + qày et d’z = rdx’ + zsdxdy + ‘dy*, 
on aura le rayon de courbure de la section AMC 

(dz'*-fdz*)* __ [dx* -f (pdx -f- ?dj-)‘] ^ 
f ~ d’z . dx' — dx'd’z 
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dx = dx'cos*, dy = dx'sin*, 
dx' 1 = dx“ -f- Ay* = ( i + k*) dx* ; 


donc pour le point A , où p et q sont nuis , le rayon de cour- 
bure de AMC est 


P = 


(i + A*)dx" 


t -f- A* 


rdx* 4- aydxdj- -f- <dj-* r -f- ik.f -f- tk'~ 


(«) 


Ainsi en un point donné ( c’est-à-dire pour des valeurs don- 
nées de r, i, I) f varie avec k. Pour trouver la valeur de k 

relative au maximum et au minimum de f on pose ^ = o. 

A cet effet, on met l’équation (a) sous la forme 

( r 4- 2 is 4- tk* ) f =» i + k* ; ( b ) 

différentiant par rapport à k et f , et annullant dp , on a 
’,(, + rA)==A; 

divisant l’équation ( b ) par celle-ci , il vient , 

A* 4- r -~Jl k — i=o. ’ (c) 

Cette équation a ses racines réelles : si on les nomme A 7 , 
k" , on a 

A'A* = — i. 

Or , A' et A" sont les tangentes des angles que font avec Ax 
les intersections du plan xy et des plan» normaux cherchés ; 
donc ces deux sections , dont le rayon de courbure donne 
d. 

~ =sz o , sont perpendiculaires l’une à l’autre. 

llff 

Cela posé , prenons l’un de ces plans pour yz, l’autre pour 
xz : l’une des racines de l’équation (c) sera o , l’autre - , ce 
qui exige que s = o. Ainsi au point A, s sera nul si l’on 


Digitized by Google 



332 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

choisit ces plans pour plans coordonnes ; dès lors (a) donne 


± , 

i +*• _ k* ~ t ~ 1 

r -f- tk* r . 

T-+‘ 


<A 


Nommons R et R' les rayons de courbure des sections qui 
sont actuellement dans les plans xz et jrz ; pour la première K 
k — o -, donc 


d’où 



»? 

pour la deuxième , on a 


R ’ 



R" 


Substituant ces valeurs dans ( d) , et remplaçant k par tang 
on a 


RR' 

R sin a a -f- R' cos a * 


(f) 


Si l’on trouve R et R' de même signe , on peut les supposer 
tous deux positifs : car, dans ce cas , f est de même signe que 
R et R' ; or , comme au point A on a 

. (dx 1 + d-r'*) 5 

' = - dx'd'z - ’ 


si f ne change pas de signe , d*z sera aussi de même signe pour 
toutes les sections normales menées par A , de sorte que 
toutes ces sections tournent leur convexité vers le plan tan- 
gent, et du même côté de ce plan. Ainsi , prenant pour axe 
des z positifs la partie de la normale qui est du côté de la con - 
cavité de la surface aux environs de A , d a z sera positif , et la 
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valeur de p l’est aussi : R et R' le seront donc. Supposons , 
dans ce cas , R > R' s il est évident que si au dénomi- 
nateur de p on remplace R' par R, le second membre diminue; 
donc 


P > 


RR’ 

R sin** -J- R cos’« 


ou 


> H'- 


R* est donc un minimum. Si au contraire , dans ce dénomi- 
nateur , on remplace R par R', le second membre augmente. 
Ainsi , 


RR' 

R' sin\*-}-R'cos a « ’ 


ou p < R, 


qui est par suite maximum. 

En second lieu , supposons que R soit positif et R' néga- 

. (d t'* + dz a )» 

tu : comme nous • avons pris p = -f- - — , , on en 

dx d x 

conclut que pour la section xz qui répond à R, dz a est positif, 
tandis que pour la section jz , ce d a z est négatif. Donc la 
première section a son centre de courbure sur les z positifs ; la 
seconde a le sien de l’autre côté du plan tangent sur les z né- 
gatifs. Il en résulte que parmi les sections normales en A , les 
unes ont leur courbure d’un côté du plan tangent, les autres 
de l’autre côté, et qu’il y en a deux dont la courbure est 
nulle , et par suite dans le plan tangent En effet , posons 
R' = — R, , nous aurons 


RR, 

f R.cos*» R sin*« " 

On voit que si l’on fait varier « de o à deux angles droits , 

T) 

p sera positif de «=o, à tang**=-^-, qui donne * = oo, 

et p augmente d’une manière continue de l’un à l’autre. Ainsi 
R est le plus petit rayon de courbure positif, et les deux 

R 

sections déterminées par tang a * = ont leur courbure nulle. 
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R, 


Si tang* a > —, f devient négatif et diminue en valeur absolue 

jusqu’à « = un angle droit où p = — R, =R'. Ainsi R' est un 
maximum algébrique , c’est-à-dire que parmi les rayons de 
courbure dirigés au-dessous de xy, R, est le plus petit. D’ail- 
leurs u — k et a = «- — k donnent la même valeur pour p. 

Lorsqu’en un point d’une surface R — R', la formule (f) 
prouve que p — R. Ainsi, dans ce cas, toutes les sections 
normales ont même courbure en ce point, dans lequel la 
courbure est dite sphérique : un tel point est appelé ombilic. 

1 70. Pour nous faire Une idée nette de la marche du rayon 
de courbure, nous remplacerons cos* a par 1 ~t~ C0S2 * ^ 


sin* a par ■ 


cos 2 « 


, et nous aurons . 


2RR' 

f ~ R-f-R'-HR' — R)cos*a 


2RR' R' — R 

posant R + R , — P> R 


' 2RR' 
R + R' 


. . R' — R 
1 + R' + R 


CO» 2a 


e , on a 


1 — e cos 2 a 


(«) 


donc p est le rayon vecteur d’une section conique. Examinons 
les différens cas qu’elle présente , et d’abord nous suppose- 
rons R et R' positifs avec R > R' : dès lorse < 1 et > o , et 
la courbe ( a ) est une ellipse. Soit(fig. 54 ) BDE cette courbe 
prise dans le plan xJ 1 , et rapportée au point A de la surface 
comme pôle , et à kx comme ligne fixe , zkx étant toujours 
le plan qui répond à K, zhy celui de R’. L’ellipse (a) a son 
foyer en A et son grand axe sur Xx ; pour a = o, il' vient 
p = R f que je suppose AB ; a = 5 x donne 2a = x, et 
p = R’ = AE. Pour avoir le rayon de courbure ( en A ) d’une 
section normale zAI, on fait a = xAI , c’est-à-dire que l’on 


Digitized by Google 



d’analyse INFINITÉSIMALE. 235 

prend l’angle BÂD double de RAI , et AD sera le rayon 
demandé. 

Que si l’on examine les surfaces du second degré , on trouve 
que l’ellipsoïde , l’hyperboloïde à deux nappes , et le parabo- 
loïde elliptique sont dans le cas de R et R' positifs en chacun 
de leurs points, tandis que l’hyperboloïde à une nappe et 
le paraboloïde hyperbolique ont R et R' de signes contraires; 
l’équation (a) représente alors une hyperbole , que le lec- 
teur discutera Sans peine , de même que la correspondance des 
rayons vecteurs des deux branches de la courbe avec les 
rayons de courbure des sections normales de la surface. 

RR* 

Si l’on met la valeur o = _ . . — — . — sous la forme 

r Rsin « -J- R' cos* « 

R' 

t » 

sin 3 a -f- -g-cos’a 
R 

que l’on suppose R infini en un point d’une surface, on aura 


R’ _ xR' 

sin*« l — COS 2a ’ 


0 ) 


Donc i°. en ce point les rayons de courbure sont tous de 
même signe, c’est-à-dire que toutes les sections normales qui 
y passent ont leur courbure du même côté du plan tangent ; 
2°. la section conique donnée par f et 2* est une parabole. 

L’équation des surfaces développables étant rt — s‘—0, si 
l’on prend en un point de cette surface , les plans coordonnés 
comme dans la théorie précédente , s y sera nul , de sorte que 
l’on aura en ce point 



ou bien 
Or, 
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donc i’un des rayons R et R' est inBni en chaque point d’une 
surface développable , et les autres rayons de courbure y 
sont donnés par la parabole (b). 

Du reste, une même surface peut en des points différens 
offrir ces diverses circonstances : telles sont les surfaces an- 
nulaires ( Voyez n° 180) (*). 

1 7 1 . Théorème III. Si p et p' sont les rayons de courbure 
de deux sections rectangulaires , normales en un même point 

(Tune surface, la somme - + -, sera constante en ce point. 
*' P P 

En effet , si * est l’angle que la section p fait avec la section 
principale R , on a , 


RR/_ 

f ~~R sin“ « -f- R'cos“ « ‘ 


Pour la section p' , qui est perpendiculaire à la précédente ^ 
on remplace « par ^ *• -f- a , et l’on a 


, RR' 

f Rcos" *-f R' sin a « ’ 



résultat indépendant de *. 

172. Théorème IV. Si deux surfaces tangentes en un point 
ont en ce point les rayons de courbure R et R' communs , et 1 er 
plans des sections normales correspondantes à ces rayons 
communs ; si l’on coupe les deux surfaces par un même plan 
passant en ce point , les sections situées dans ce plan seront 
osculatrices rune de T autre. 


(*) Ce rapprochement curieux entre les rayons <lc courbure et les sections 
coniques est extrait des Développement de Géométrie du baron Charles 
Dupin. {Voir cet ouvrage.) 
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En effet , si le plan sécant est normal , les rayons de cour- 
bure des sections qu’il renferme sont tous deux donnés par la 
formule 

RR’ 

f R sin’ « -f- R' cos’ k * 

pour une même valeur de «, et sont ainsi identiques ; donc 
ces sections sont osculatrices l’une de l’autre. Dans le cas où 
le plan sécant n’est pas normal , soit 8 l’angle au’il fait avec 
un plan normal ayant sur le plan tangent mnne trace, les 
sections de ce plan normal ont même rayon de courbure, 
et les rayons des sections obliques dont il s’agit se déduisant 
de ceux des sections normales correspondantes (Théor. I”, 
n° 168) , en multipliant les derniers par cos 8, il est évident 
qu’ils seront égaux. 

173. Remarque. Lorsque deux surfaces tangentes en un 
point ont aussi de commun tous les rayons de courbure des 
sections correspondantes passant en ce point ; ces deux sur- 
faces sont dites osculatrices l’une de l’autre. Ainsi , pour que 
deux surfaces soient osculatrices en un point commun, il faut 
et il suffit que R , R' et les plans des sections de courbure 
principale soient communs. Si donc en un point d’une surface, 
R et R' ne sont pas égaux et de même signe , on ne saurait 
établir une sphère osculatrice en ce point : car une sphère 
ayant pour rayon R ne sera osculatrice que de la section prin- 
cipale R et non pas des autres. 

174* Théorème Y. En chaque point d’une surface on peut 
placer le sommet d’une surface du second degré de révolution , 
et qui sera osculatrice de la première surface. 

Il y a trois cas à distinguer : 

i°. R et R' sont finis et de même signe. 

Soient ( fig. 53 ) O et O' les centres de courbure , A le point 
de la surface, xy le plan tangent. On placera sur A* l’axe 
d’une ellipse située dans xz ayant un sommet en A , et pour 
rayon de courbure en A la quantité R = AO. Nommons 2 a, 
a b les axes de cette ellipse, l’axe 2a étant sur A z. Le rayon 
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de courbure de l’ellipse au sommet de cet axe est 



a 


Ou placé de même dans yz une ellipse ayant un axe ia sur 
A z , et un second axe 2 c , le sommet de 2 a en A : le rayon 
de courbure en A sera 



delà 

b = l/R a c — l/R'a. 

Ces deux ellipses déterminent un ellipsoïde oscillateur en Â, 
et dont les axes sont 2 a, 2 b, 2c j l’un de ces axes est arbitraire : 
ainsi , l’on peut supposer , par exemple , c — a , d’où 

a = R', et b = l/RR'. 

Cet ellipsoïde sera de révolution autour de l’axe 2 b parallèle 
à Ax : c’est l’ellipsoïde demandé. 

2°. R et R' sont finis et de signes contraires. L’ellipsoïde sera 
remplacé par un hyperboloïde à une nappe de révolution. 

3 °. R infini , R' fini et positif. 

On emploiera un cylindre de révolutiou ayant pour section 
perpendiculaire aux arêtes le cercle de rayon R', les arêtes 
étant parallèles à la ligne des x et le plan de la section R 
dans xz. 

ry 5 . Remarque. La théorie exposée dans ce chapitre est 
fondée sur ce que l’équation (c) du n” Y 69 n’a que deux ra- 
cines ; ce qui est vrai toutes les fois que r, s, t n’ont chacun 
qu’une seule valeur. Lorsque cette dernière condition n’est 
pas remplie, le rayon de courbure peut avoir plusieurs 
maxima et minima. C’est ce que M. Poisson , à qui l’on doit 
cette dernière observation ( Journal de F Ecole Polytechnique , 
n° 21 ) , rend sensible , en supposant qu’on fasse tourner une 
parabole à sommet constant et à paramètre variable autour de 
éon axe, supposé également invariable. Au sommet de la sur- 
face , le paramètre de la section parabolique est le rayon de 
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combine , et ce paramètre peut être assujetti à telle loi qu’on 
veut, de sorte qu’il aura tant de maxima et de minima 
qu’on voudra. Une circonstance de cette nature se rencontre 
dans la surface 

z* = x*y* + J* y 

au point qui est à l’origine des coordonnées. Cette équation 
donne les valeurs 


„ — x y* n — r — J* 

P 1 J i i_ J ^ 1 y 

(* a -Kr *) 1 (**+.r) î 

^ x 3 Sx'y 2 j 3 

(x , +j- , )> (* a i+ jr 1 )* 

Or , à l’origine x = o , y = o , z = o ; et ces valeurs donnent 

pour les cinq quantités précédentes ~. Mais on reconnaîtra 

que p et q sont déterminés et nuis, tandis que r, s, t sont en 
effet indéterminés ; pour cela on fait 


et l’on trouve 
P = 


jr ■— kx, 

k'x* x\k + 2 P) 

v/r+T’ H — vï~+k' ’ 


quantités nulles avec x , tandis que 
k 3 1 


(«+**)*’ 


(1 + P)ï 




3k 4 - 2 k 3 


quantités qui changent avec l’arbitraire k , et sont ainsi in- 
déterminées Maintenant si l’on veut connaître les maxima et 
minima des rayons de courbure dans les sections normales et 
à l’origine , on remarquera que le plan xy étant ici tangent à 
l’origine, et k ayant la même signification qu’au n" 169, il suffit 
de mettre pour r, s, t leurs valeurs ci-dessus, dans l’équa- 
tion (a) de ce numéro , et l’on a 

. (! + **)»•, . . 
f ~~ 4P -f- 2* + 2 P 1 
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^4o 

et si l’on fait ^ = o , on a pour les valeurs de k relatives aux 

maxima et minima , une e'quation en k d’un degré supérieur 
au second. / 


176. Jusqu’ici on n’a parlé que des rayons de courbure qui 
se rapportent à un point individuel de la surface. Pour com- 
parer les rayons de courbure de différens points, on suppo- 
sera les plans coordonnés placés d’une manière quelconque. 
Or, on va prouver que le centre de courbure est la limite 
de l’ intersection des normales. Soient x, , y,, z, , les coordon- 
nées d’un point de la surface, les équations de la normale en ce 
point sont 


M = x — x. + Pi (z— z,) = o , N —J— y, + y,(z — z,) = o. 

Pour avoir la normale au point x, + A, y t _j_ k' , Z[ 
il faudrait remplacer x,, y,, z, par ces valeurs, de même /?, 

par p, + Ap , , q par q t -f- Aq v , ce qui donne 

# * 

fl a TVT jaw » 

M -(- dM -f- -f etc. = o , N + dN-f etc. = o. 

Pour trouver l’intersection de cette normale et de la précé- 
dente , on peut supprimer ici M, N; enfin, supposant h , k 
infiniment petits , on a pour trouver ce point 

M=o, N = o, dM = o, dN = o. 

Ces dedx dernières sont (en supprimant , pour abréger, les 
indices k p, q, etc. qui se rapportent k x, y, z) 

dM = — dx, + (rdx -f sdj,)(z —z,) — p(pdx, -f qdy,) = o , 
d N = — dy, -j- (sdx, -f tdy,)(z — z,) — q(pdx, -f- qdy J = o . 

(On trouve aussi ces équations par un raisonnement que 
voici : Le point d’intersection de la normale avec la sui- 
vante , est celui dont les coordonnées x, y, z ne changent 
pas lorsque x, et y, varient : on peut donc , pour le trouver , 
différentier M et N par rapport à x,,y„ z, ; ce qui donne les 
équations ci-dessus. On peut employer ce raisonnement toutes 
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les fois qu’il s’agit de tfouver 4 es intersections consécutives 
d’une ligne droite ou courbe mobile et variable suivant une 
loi donnée. ) 

Pour trouver le point limite de l’intersection des normales, 
il y a quatre équations : il y a donc une condition h remplir 
dans le choix du second point de la surface, de celui qui a 
pour coordonnées x, -+• h, jr t + h', z, -}- et cette con- 
dition est celle qui dépend de ^ ; en effet, = — 

détermine sut le plan xy la tangente à la projection de la courbe 
qui passe par les points x,-j -h, y,-\-h! , z,-f-a z, et x, , y, , z, ; 
or, des équations dM = o , dN = o , on tire par élimination 

(z— z, )’(rf— f 4 )— (z— z , ) [( 1 -\-q l )r—2pqs+( t +/>“)<] -f I , (o) 

^î[( • +?’)*-/>?<]+ [(•+?>—( > +pyJ—( ' +p')*+pqr = 0/ {b) 


Cette dernière , si l’on y met pour p, q, f, s, t , leurs valeurs 

d y 

en x, , y, tirées de la surface, donnera pour ^ deux valeurs, 

dont chacune indiquera sur le plan xy la tangente de la 
courbe sur laquelle il faut prendre x, + h ,y, -j- h'. Il s’agit 

Ay t 

maintenant de prouver i°. que ces valeurs de sont celles 

qui ont été trouvées précédemment (n° 169) pour le maxi- 
mum et le minimum de f ; 2°. que les distances du pointa:,, 
*y, , z, aux points d’intersection x, y, z sont les valeurs de R 
et R' : car il y a deux points d’intersection , puisqu’il y a 
deux valeurs de z — z, , ou encore puisque pour chacune des 

J V • . 

deux valeurs de^~ , l’une des équations dM — o, dN =0, 
donne une valeur de z — z,. 

Pour prouver ces deux propositions, 011 transportera l’ori- 
gine au point de la surface X,, y , , z,, et l’on prendra la nor- 
male pour axe z ; ce qui revient à faire z , p et q nuis. Or, 
dans cette hypothèse , l’équation ( b ) devient 

• 16 
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JT? i 

da:, 


darf 


(r — /) — s — o. 


C’est précisément l’équation (n) de l’article i5g , qui ajdé- 
terminé lps valeurs de k relatives à R et R' ; donc si sur le 
plan xj' on construit les deux droites dont la direction . est 

r Jv 

déterminée par les deux valeurs de ; si parle pointa;, j-, z 

de la surface on mène les deux tangentes qui ont pour pro- 
jections ces deux droites ; si enfin par la normale et par cha- 
cune de ces droites on mène un plan , ces plans détermineront 
dans la surface les sections dont les rayons de courbure sont 
R et *■ 

Quarn à la seconde partie de l’énoncé , on remarquera que 
lorsque le plan tangent est pris pour xj-, et la normale pour 
axe z , la distance de l’origine à l’intersection des normales 
est égale à a. Or, l’équation (a) devient, lorsque a,, p et q 
sont nuis, 

z*(rt — s *) — z ( r -p < ) -f- 1 = o. 

Et si pour placer le plan jz dans la sectiou relative à R on 
fait s=zO , cette équation devient 


• * 


— (V+D+j— : 


et a pour racine - , -, c’est-à-dire R et R' ; donc R et R . 
r *r t. 

sont les distances du point x,,j'„ a,, aux deux points limites 
de l’intersection des normales. 

* clr* t 

jfjrj. Supposons que l’équation qui donne ~ soit résolue 
et qu’on en tire les deux valeurs 

. . 1 , i 

^ .r.)- 

Nous apprendrons dans le Calcul intégral à trouver les équa- 
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lions dont celles-ci sont* les différentielles; chacune d’elles 
renfermé une constante. Représentons ces équations par 

« . Y 

°) — °» /.(*. » r.» a ,) = o; 

V * ’ a % 

ce sont les projections de deux courbes situées sut la sur- 
face donnée. ' 

Mais si l’on prend un point quelconque sur une de ces 

courbes, les x , , j',, satisferont à l’équation (b) : donc 

chacune de ces courbes est telle , que deux normales consécu- 
• .tives, ou infiniment voisines se rencontrent. Ces deux lignes 
se nomment les lignes de courbure de la surface. Si par un 
,* point de la surface on suppose qu’on ait mené la première 

« ligne de courbure, celle qui se rapporte à R et dont la pro- 

* jection est 

/(*, 

n . ' - 

à que par chaque point de cette ligne on mène Ta ligné de 
seconde courbure, dont l’équation est 

/(*, > r, , a.) — o, 

i . 4 > 

chacune de ces dernières* lignes , dont les équations diffèrent 
par la Valeur de a , , coupera la ligne de première courbure à 
angles droits : car les deux lignes de courbure qui passent par 
un même point ont en ce point leurs tangentes à angles droits. 

Si enfin par chaque point d’une ligne de seconde courbure on 
mène toutes les lignes de première courbure , lignes dont les 
équations se déduisent de , a ) == o , en donnant à a , 

successivement différentes valeurs , chacune de ces lignes cou- 
pera chaque ligne de seconde courbure à angles droits ; de 
, sorte que la surface entière sera couverte par deux se'ries de 
lignes de courbes : chaque ligne de ia première série coupera 
chaque ligne de la seconde série à angles droits. Si donc on es- 
pace entre elles d’une quantité arbitraire les lignes de’ la pre- 
mière , et de même celles de la seconde sérié, elles partage- 
ront la surface en quadrilatères, curvilignes et rectangulaires. 

* 16. . 
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i jti. Considérons une (le ces lignes de courbure; que par 
deux points pris sur cette ligne on mène deux normales à la 
surface , et que l’on suppose que la seconde normale se rap- 
proche de la première ; il existera sur celle-ci un point limite 
de leur intersection : point qui est l’un des centres de cour- 
bure de la surface. -Si donc on suppose que l’une de ces 
normales se meuve en parcourant la ligne de courbure, elle 
décrira une surface sur laquelle chaque arête est rencontre'e 
par la suivante : donc la normale décrira une surface dé- 
veloppable partout normale à la surface donnée ; et comme 
ses arêtes consécutives se rencontrent aux centres de première * 
courbure , cette surface développable aura pour arête de re- 
broussement le lieu des centres de cette courbure. Supposons * 
que la ligne de courbure sur laquelle on a raisonné, se déplace » 
sans cesser d’appartenir à la même série, cette arête de re- 
broussement décrira une surface qui renfermera tous les * 
centres de la première courbure. jj* 

Chaque ligne de seconde courbure donnera de même une »*• 
surface développable lieu des normales à la surface , dont 
l’arête de rebroussement sera le lieu des centres de seconde 
courbure relative à cette ligne. Enfin toutes ces arêtes de re- 
broussement formeront la surface lieu des centres de seconde 
courbure. Chaque surface développable de l’une des séries est 
normale à toutes celles de l’autre : car (fig. 55 ) soient EAF, a 
AD les deux lignes de courbure en A ; AG , AH les tangentes 
à ces courbes en ce point, AB la normale à la surface; les 
deux surfaces développables passent , l’une par la normale AB 
et la courbe AD : donc elle aura pour plan tangent en A le 
plan BAG ; de même l’autre aura pour plan tangent en A le 
plan BAH. Or, les trois droites AB , AH , AG étant rectan- « 
gulaires , le plan BAH est perpendiculaire à BAG ; et comme « 
ces plans sont tangens sur toute l’arête AB , on en conclut que 
les deux surfaces développables sont normales l’une à l’autre. 

i"g. Les surfaces de révolution offrent un exemple simple 
de ces propriétés. 

Soit. un elüpsoide dont ( fig. 56 ) AC est l’axe de révolution. 
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ABCD la géuératrice; les deux systèmes de lignes.de courbure 
sont les méridiens et les sections droites, c’est-à-dire circu- 
laires. Eu effet, si l’on mène KM normal à la génératrice , 
puisque le plan tangent à la surface en K est perpendiculaire 
au plan de la génératrice, KM sera normal à la surface. Or, 
toutes les normales à la même génératrice se rencontrent 
successivement et forment la développée abcd , laquelle ren- 
fermera ainsi les centres de première courbure des points de 
la surface situés sur ABCD , qui est donc une ligne de pre- 
mière courbure. De plus , le lieu des normales qui passent par 
celte ligne ett le plan ABC ; et si l’ellipse tourne autour de son 
axe , la développée abcd décrira la surface lieu de tous les 
centres de première courbure. 

Pendant que la génératrice ABD tourne autour de l’axe AC, 

, la normale KM décrit un cône droit dont le sommet est en M ; 
le point K décrit un parallèle normal à tous les méridiens : 
donc les normales à la surface, menées par les points de ce 
parallèle se rencontrent en M , point qui est ainsi le centre de 
seconde courbure de tous les points de la surface pris sur le 
parallèle , lequel est lui-iuéme la ligne de seconde courbure 
de la surface ; le lieu des normales n’est autre que le cône 
même , dont L’ arête de rebroussement se confond avec le 
point M, et le lieu de ces arêtes de rebroussement, c’est- 
à-dire des centres de seconde courbure, se réduit à l’axe AC. 

180. Remarque. Parmi les surfaces de ■ révolution .on en 
trouve qui présentent les particularités annoncées à la fin du 
n° 170, savoir les suiTaces annulaires. Soit ( fig. 5 y ) DCD' le 
cercle générateur, AH l’axe suppose vertical; menons du^, 
centre O la verticale DD'. Pour tout point pris sur l’arc DCD', 
l’une des lignes de courbure est la circonférence DCD 7 même, 

1 autre est la section parallèle qui a son centre sur l’axe. 
Ainsi en menant le plan tangent en C , par exemple , les 
deux lignes de courbure sont convexes du même côté de ce 
plan , fet les centres de courbure, sont aussi placés tous deux 
de ce côté. C’est le. contraire sur tout l’arc DED', et en E , par 
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exemple , les cenlrcs de courbure sont l’un O , l’autre I ; le 
plan tangent laisse l’une des lignes de courbure DED' à droite, 
l’autre ELM à gauche; enfin en D l’un des rayons de courbure 
est infini : c'est le cefcle DNP, qui est la ligne de courbure 
correspondante. Xe lieu des normales sur toute cette ligne est 
le cylindre droit décrit par DD' autour de AB, et «on arête, 
die rebroussement est à l’infini (*). • . *-- * 

180. Nous avons trouvé les équations de la normale 

** .*• * « ■ 

M = X— X, +p(z— x,)=0, N +2(* — x,i= o, 

.leurs différentielles * 

' dM =0, , cIN = o , «•• 

ou leurs équivalentes , 

■»)“(*— +9‘)r—2J>Çs+(i +/>’)<] + » +/>’+ ï‘=o, («> 

[( i +q')s-pql] + ^ [ » +q')r—{ 1 +/»*)<] — ( t +p' 1 )s+pqr=o , (Z>) 

* Supposons que de ces dernières ou ait tiré les deux équa- 
tions eu x, , j -, , x, , désignées par 

/(•*. , J’m û)‘ — o, f^x, , jr, , a,) = o 


(*) La courbure des surfaces et le plan tangent fournissent les éclaircisse» 
mens promis dans la note du lie > >7 , sur les maxima cl minima des fonc- 
tions de deux variables. Si dans nnc équation s — F {x., y) en pose p = o, 
q ac 0, il est évident que l’on cherche les points où le plan tangent est paral- 
lèle au* xy, et ccs points-là ne re'pondent pas nécessairement à des maxima 
Ou à des minima ; on le concevra en supposant qu’en un tel point la surface 
coupe son plan tangent pour passer d’un côté à l’antre. 

Quant aux valeurs de x et y qui , annullant p et q annulleut aussi rt — J*, 
on se les expliquera aussi par la considération des surfaces annulaires : cela 
arrive aux points où l’un des rayons de courbure est infini. Ainsi (fig. 57) en un 
point quelconque situé sur Tune des deux circonférences DNP, D'Q, s' 
est, pour la première, maximum relativement à tous les points voisins, 
èxcepté ceux situes avec ce point sur la même circonférence DNP ; pour 
la seconde , z est de même minimum relativement à tops les points voisins, 
-excepté ceux qui sont sur D'üQ. El en e!F<;t, ainsi qu’on t'a montré , rt — s* 
e est zéro -pour toui les poiots de ces deux circonférences, puisque , en 
chacun de leurs poibts un des rayons de courbure de la surface est infinie 

i : * 
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et joignons-y l’équation de la surface F(j:, , jr, , z,) = o, et 
forcions les deux systèmes 


M == 

0, 

N = °, 1 


/ = 

0, 

F = o, f 

(0 

t = 

(* 

— z,)*(rt — s*) — etc. = o,j 


M = 

0, 

N'=o, ) 

, 

/.= 

0, 

F = 0, } 

( 2 ) 

L = 

0. 

S 



Nous résoudrons les problèmes suivans : ( n’oublions pas 
que p, q , r, s t t sont fonctions de a:,, z ,) 


182. Problème I er . Trouver les équations des lignes de cour- 
bure en un point et une surface , et les valeurs des rajons de 
• courbure. 

Soit F(;r , jr, z) = o l’équation de la surface, a, C , y les 
coordonnées du (^>int donné. Il faut, dans les équations 

/(■*.» Tu «) = o, /,(x, y„a,) = o, 

. « 

déterminer a et a, , de manière que ces deux courbes passent 
par le point x = a , jr — C , et la question sera résolue i 
f — O, F=o seront les équations de la première ligne de 
i courbure , f, = o , F = o celles de la seconde. 

Pour avoir les rayons de courbure , on substitue dans 
les équations M = o , N = o , L = o , les valeurs z, = y , * 
jTi—l 3 , x, — <t , et l’on en tirera les valeurs 

Z — Z,, ouz — y, JT — &, X— «; 
enfin on calculera 

✓ ( * — y)* + ( >"—&)• + (* —T)'- 

• I 

* Or, comme l’équation L = o donne deux valeurs de z — z,, 
cette expression aura deux valeurs , qui sont celles de R et R* 
Pour connaître quel est le rayon de courbure qui répond à 


» 


< F 


*1 
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la première courbure f(x,j, a) — oï on se rappellera que 

' - • • dr . ’ . 

cette équation est déduite dé l’une des valeurs de ; «on 

* 

n’aura donc qu’à substituer cette valfeur de dans dM ^ o , 

ou dN = o , on aura la Valeur de z — y correspondante , et 
par suite celles de y — S , x — », et du rayon de courbure. 


183. Problème II. Trouver l’ équation de la surface déve- 
loppable formée par les normales passant par une ligne de 
courbure donnée. 

S’il s’agit d’une ligne de première courbure , on détermi- 
nera a , et entre les quatre équations 

M = o, N = o, /(*,, jr„ a) =o, F(x, , z,) = o, 

on éliminera x,, jr, , z, : il restera une équation en x,y, z 
qui sera celle de la surface demandée. 

On peut opérer de même sur le second système. 

184 . Problème 111. Trouver l’ar'ete de rebroussement de 
cette même surface développable. 

Cette arête étant le lieu des centres de courbure relatifs à la 
ligne de courbure /= o , F — o , on prendra les cinq équa- 
tions y . 

' 'M = o, N = o, / = o, F — o, L = o, 

' ’ > • 

qui pour une valeur donnée de x, , font connaître y, , z ltt 
x,y et z, et l’on éliminera x, > y,, z,. On aura deux équations 
entre x, y, z, c’est-à-dire les équations de la courbe cher- 
chée. 

185. Problème IV. Trouver l’équation du lieu des centres de 

courbure de toute la surface. . 

A cet effet, il suffit de laisser de côté, dans la question 
précédente , l’équation qui exprime que l’on ne considère 
que les centres relatifs à une ligne de courbure déterminée , 
Csjst-à-dirc f — o. On ne prendra donc qtle 

Maaro, N = O , E = », . L = ©. 
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On éliminera x,, j,, z, entre tes quatre équations, et l’on 
aura une équation eu x,j, z, laquelle sera celle de la sur- 
face cherchée. Si au lieu de l’équaliou L=o on décompose 
cette équation en deux facteurs , et que l’on opère sur chaque ^ 
facteur séparément , on aura les équations séparées des deux 
surfaces des centres de première et de deuxième courbure. 

Cette séparation n’est pas toujours possible : elle a lieu dans 
les surfaces de révolution. Lorsqu’elle ne peut pas se faire, il 
faut dans les problèmes précédens, supposer que/ta:,,^,, a)=o 
représente avec F(jr,, j„ z,) = o le système des deux lignes de 
courbure qui passent par un même point , et que par consé- 
quent on a opéré à la fois sur ces deux lignes et ce qui eu 
dérive. 

186. Nous avons montré que les lignes de courbure d’une 
surface S , sont déterminées par l’intersection de cette surface 
avec deux systèmes de surfaces développables normales à la 
surface proposée et entre elles Or, si l’on considère une sur- 
face développable S’ de l’un des systèmes , elle est rencontrée 
par toutes les surfaces développables de l’autre système , à 
angles droits et suivant ses arêtes rectilignes, lesquelles sont 
évidemment les lignes de courbure de cette surface S', comme 
sur toute surface développable : car sur toute l’étendue d’une 
arête , le plan tangent est le même , et par suite les normales 
à la surface sur toute celte arête sont dans un même plan 
et se rencontrent deux à deux , ce qui est lë caractère des^ 
lignes de courbure. Dè plus l’intersection de S et S', qui est 
«ne ligne de courbure de S, est #dssi une ligne de courbure 
de S' , puisqu’elle coupe à angle droit toutes les arêtes de Sf. 

1 Ainsi , considérant les surfaces S, S' et une surface dévelop- 
pable S" de la deuxième série, nous avons trois surfaces dont 
chacune coupe les deux autres à angle droit , et les intersec- 
tions sont des lignes de courbure de chacune des surfaces sut*, 

lesquelles elles sc trouvent. , ' . 

* A 

v • 

Cette propriété est un cas particulier d’uue autre plus 
générale due au bâton Charles Dupin. (T’osez les Dévelop- 
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veloppemens de Géométrie de ce savant, ouvrage qui renferme 
beaucoup de choses curieuses sur la courbure des surfaces). 
La proposition generale dont il s’agit a l’énoncé suivant : 

Si trois systèmes de surfaces sont tels , que chaque surface 
de l’un des systèmes coupe toutes celles des deux autres à ■ 
angles droits , les intersections seront les lignes de courbure 
des surfaces sur lesquelles elles sont situées. 

Celle proposition peut se démontrer fort simplement : il 
suffit de prouver que si deux surfaces se coupent à angles 
droits en tous leurs points communs, l’intersection est une 
ligne de courbure de chacune des deux surfaces. 

En effet , soient S , S' les deux surfaces , C leur intersection ; 
si par un point de C on mène un plan tangent à S , ce plan » 
sera normal à S' ; que ce plan se meuve en restant tangent à S , 
le contact ayant toujours lieu sur C ; le lieu de ses inter- 
sections seja une surface développable tangente à S et nor- 
male à S' ; donc C est une ligne de courbure de S', puisque 
par C on peut faire passer une surface développable normale 
à S', ou puisque le lieu des normales à S', menées par C, est 
une surface développable. De même C est une ligne de cour- 
bure de S. 

On peut voir dans l’ouvrage cité d’autres démonstrations de ' 
ce théorème. 




«à* 
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CHAPITRE XXI 11.. 

*" O ‘ 

Suite des Applications géométriques. 


* * 


* Les Surfaces enveloppes d’une sphère . 

• • 

187. Ce genre de surfaces , dont les surfaces annulaires sont ■ 
un cas particulier , nous fournira un exemple de l’emploi de 
l’équation qui donne les rayons de courbure. Remarquons 
d’abord que dans le n° 176, les équations Mio,N=o et 
Véquation (a), donnent le rayon de courbure 

« R = \é (x,— x)*+(r,— j)*4-(z,— z)’ = (z— z,) / 1 +p'+q* , 
d’où 


R 


Z — Z, — 


va +F r Tr‘ 


Cette valeur , mise dans l’équation (a) du même numéro , 
donne 


R’(ri-r*)-R[( 1 ■\-q')r—7.pqs-\-{\-> r p‘)i] V «+/>*+?* dA+i^+?T=<>- 

Cette équation donne les deux rayons de courbure de.la sur- 
face ; représentons-la par 

* '* AR* + BR + C = tf. 


\ % 


Cela posé , or» suppose qu’une spbère d’un rayon cons- 
tant et égal à a se meuve de manière que son centre * 
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parcoure une courbe donnée, et l’on demande la surface qui 
enveloppe l’espace parcouru par cette sphère 
'Soient x' = ^(z') , y=${z') les équations de la courbe 
que parcourt le centre de la sphère dont l’équation est , s 

(jr — y) 1 4- (jr — Çy+{z — «t)*= a» , 

puisque le centre doit parcourir la courbe , on aura 

V = '}'(•), /3 = <p(a), 

m 

et par conséquent l’équation de la sphère mobile est 

m = [x— 4(-)]* -h [y — »(•)]» + (* — -)* — o* = o. 

Répétant ici les raisonnemens faits à l'article des surfaces 
développables (n° 162 ) , on voit i°. que si entre les équations 

Mi — o , = o , on élimine », on aura l’équation de la 

surface cherchée. 

2 0 . Que si dans les équations M = o , = o , on donne 

à « une valeur, on aura l'intersection de deux sphères consé- 
cutives, qui sera évidemment un grand cercle, comme le 
prouve l’équation 


dM 

<!<* 


(* — 4«)4* +(y — + z — a— o, 


qui n’est autre que celle d’un plan mené par le poiut *±«, 
J — y— 4 (*) > phm perpendiculaire à la droite, dont 

)es‘ équations sont , t 

t- • ' J . *• ** * 

y — 4(«) = 4 '(<*) .(* — *), 

y — 9 (*) = ?'(<* ) (* — *)• 

1» .1 ■ » * • . * 

Or , ce* équations sont celles de la tangente à la courbe 
directrice : donc ce plan est un plan normal à cette courbe. 
Donc deux sphères consécutives se coupent en un grand cercle 
normal h la directrice ; ce cercle est appelé la caractéristique 
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3". Que si entraxes équations M^=o, = o, = o , on 

(I* (la 

t , 

élimine a , on aura deux équations qui seront celles de la 
courbe lieu des intersections consécutives des caractéristiques, 
courbe qu’on peut nommer l’arète de .rebroussement de la 
surface. • 

188 . Pour avoir l’équatiotu différentielle première de cette 
surface , on remarque que si snr la normale on prend une 
distance égale à a, on tombe au centre d’une sphère , c'est-à- 
dire sdr la courbe directrice : car la sphère mobile est partout 
tangente à la surface courbe décrite. Or, les équations de la 
normale étant 

x — x, -hp{* — *,)=o, y— y, -f-, <?(*—*,) =o, 

s 

ou a pour le 6 cosinus des angles qu’elle fait avec les axes 

x, ÿ, z . . 


* t-i 


-P 


— 7 


+ i 


V y -hp a + q° Vi+p' + q' y' i -+-/>* + ?’ 

et comme a doit être la distance du point x , , y,, z, au point 

» 

— a 7 


S-.} («) , p(a), a, on aura 

~°V 


x,— 4 (*)=', 7 t 


z, — « 
de là 


1/ ■ +P' + 7* ’ 

+ a . 

V/ 1 


■ <?(«).- 


y • -hp’-hq* 


X, 

+ • 

V 


°p 


y'i -h p 1 +q 1 

a 7 

l/l -hp' + q* 

a 


— 4 (*) » 

= ®(*0* 


l/l + />‘+7’ 

éliminant * , on a deux équations différentielles premières 
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(*. tjl,*, remplacés par x ,y, z ) , « 

^ _j_ ^ , g ^ 

V'+P’+î’ —4^*— ÿ j- q x) ’ 

.y 4- —=^=4=r = *(* - If \ 

lA +/»’+?* l/i+p“ + ?V' 


18g. Pour avoir l’équation aux différentielles secondes, 
on observe que l’un dés rayons de courbure de la surface est 
constant et égal à a. L’équation (ni) du n° 209 sera donc satis- 
faite par R = g ; donc 

• . » . • 

Ag 4 + Ba ■+■ C = o 


est , sans fonction arbitraire , celle de la surface. 

Nous bornerons là ce que nous nous proposions de dire sur 
' ces surfaces, que l’on peut au reste faire passer par deux 
courbes données, comme les surfaces développables, parce 
que leur équation renferme deux fonctions arbitraires. On peut 
d’ailleurs généraliser la question , en rendant variable le 
rayon de la sphère , c’est-à-dire en posant g 4 = %(*) ; on peut 
encore faire varier, d’après une loi quelconque, les constantes 
de l’équation d’une surface quelconque. ( Voir là-dessus 
Monge , Analyse appliquée. ) 


* 


*> 


e 


* 
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♦ 

.CHAPITRE XXIV. 

. Suite des Applications géométriques planes. 


Contacts des surfaces courbes. 

4 

190. Soit * = F(x,y) l’équation d’une surface; pour un 
point x + h y y -f- k , on a 


z -f az = F(* + A,j' + *)=z + ^ ^ + ^ • * 


1 /d*z , d z d‘z \ . 

2 \dx* d.ïdj" dj'* / 

1 /d s z . . d*z • ... . _ d 3 z , d 3 z -.A , 

H ,( -r- t-A 3 +3 t — .A*A+3-; — r—, W’+v-r j.* 3 )-f- etc. 

2 . 3 \dx 3 • dx'àj- dxi \jr* dj' 3 / 

Si l’on prend une seconde surface dont l’équation renferme 
des constantes indéterminées 

z' s <p(x',y), • 

oh peut déterminer une constante de manière que cette se- 
cond^sftrface passe par un point x , , jr, , z, de la première ; 
cela donne la condition 

F = <p(*,.,r.)- 

x, et jr, ayant les valeurs correspondantes à ce point, deux 
autres constantes peuvent être déterminées par les [conditions 

dp __ (1F d£* _ dF 

dr, dx, ’ Aj t ~~ Aj x ’ 
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et, dans ce cas, les deux surfaces auront* un contact du pre- 
mier ordre. Ainsi, pour qu’une surface puisse avoir avec une 
autre surface donnée et déterminée un contact du premier 
ordre , il faut que l’équation de la première renferme au 
moins trois constantes. Le plan est dans ce ca%, et lorsqu’il 
a un contact du premier ordre avec une surface , il est tan- 
gent. , . . 

Si la surface z = p(x', y') doit avoir un contact du second 
ordre , il faut que pour le point x, ,y, , on ait outre les trois 
relations 


dp dF dp 


dF 


<p{x,,y) — ¥(x„jr,), dx — da;i . dj,” ? 


il faut , dis-je , en outre , que l’on ait les trois suivantes : 


d a p d’F „ d'-p _ îd’F d J p d"F 

dxf ~ îP, ’ dx.djr, ~ àx.djr, ’ àjr* ~~ dj“’ 

Donc , pour un contact du second ordre , il faut que l’équa- 
tion £ — p(x', y) renferme au moins si* constantes. Aussi la 

splière , dont l’équation la plus générale 

* . . * • * » 

(x— a)* -f {jr — — >) S = R* 

. • T» 

•. « < 

ne renferme que quatre constantes ^ne saurait, généralement 
parlant, avoir avec une surface donnée un contact du second 
%rdre , ou être osculatrice. Mai» on peut déterminer la sphère 
de manière que , outre qu’elle ait un contact du premier ordre 
avec une surface , l’un des grands cercles de la sp^ège soit, 
osculateur avec uhe section normale de la surface ; il suffit 
pour cela , comme on l’a montré , que le centre et le rayon 
nie la sphère se confondent avec le centre et le rayon de cour- 
bure d e ce tte section. La même propriété peut se déduire des 
considérations du présent paragraphe ; il suffit de poser, dans 
' le développement donné plus haut, k = mh, m étant une 
quantité donnée , et déterminant la direction relative de la 
ligne qui joint le point x, ,^7*1 , au point x, -f- h t ^ y x -h* A. 
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Dès lors on a 


/dF (JF \ 

F(*. + h,y t -b *) = F(a:,,j> r ,)^-( i ^- 4 

, /d*F , d’F . , d'F\ 

\dar* 2m da-.dj-, ”* dy'J ’ 2 
et * 

<P(*. 4-*,jr, + *)=?(*■> JT‘)+ (^ + m Jy) . 


/d’p d’® 

\dar* 2m dx.dj-, 


4 -m 


,d^\ 

tlrt/ ‘ 2 ’ 


et dès que le contact du premier ordre a lieu entre les deux 
surfaces , dans toutes les directions autour du point commun, 
par le moyen des trois conditions 

, , , dip dF dtp dF 

nx ,, y ,), dX( — Ax , jy—jy, 

■ '*■ , 

il ne faudra plus qu’une seule condition pour établir un con- 
tact du second ordre , dans la direction déterminée par le rap- 




djr, 

d.r,' 

d a p 


port =- ou -r~L Celte condition est 
r h dx. 


. m + A y 

dx,dy, dj\ 


, d*F . 

+ 2 


d-F 

d.r, dy, ’ 


m 


, d * F > 
+ T~i m ■ 

4 r\ 


Il n’y en a donc que quatre dans ce cas : mais aussi le 
contact n’est du second ordre que sur une seule ligne : par- 
tout ailleurs autour du point commun le contact est du pre- 
mier ordre. On prouve d’ailleurs ici , comme dans les lignes 
planes , que si z' = <p{x’ ,y) a avec z — Y{x,y) un contact de 
l’ordre n en un point et dans toutes les directions autour de cfe 
point , ces deux surfaces sont plus rapprochées l’une de l’autre 
aux environs de ce point , que z = F(ar ,y) et une autre surface 
quelconque ayant avec celle-ci un contact d’un ordre moindre 
en ce même point. f 

*7 

• _ 

• * 

♦ 

«» » 
t* • K 
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Pour ce contact de l’ordre n , il faut les conditions 

' , x dF dp dF dp 

F(x^) = ç(^), E - E , ^ = d"r’ etc -’ 

d-F _<1"4> d*F d^_ etc 

dx a dx* ’ .dx*~ 'Aj d-r* -1 ^’ ' ’ 


d"F _ d°4> 
àj n — djr " ’ 


au nombre de 


i+î + etc. 


+ n + I = 


{'i + 2)("+ i) 


Il faut donc que l’équation z =p(x, y) renferme ce nombre 
de constantes, lesquelles se trouveront déterminées par ce» 
conditions. 
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CHAPITRE XXV. 


Fin des Applications géométriques. 


Lignes courbes dans l'espace. — Digression sur les infiniment 

petits . 


igi. Une ligne courbe dans l’espace est déterminée par le 
système de deux équations à trois variables. Lorsque ces 
équations sont sous la forme ^ o, f Sjf , z)= o , elles 

représentent les projections de la courbe sur les plans xz,j-z. 

Si sur la courbe on prend deux points, l’un x,, jr,, z,, le 
second x, 4- âx, , J, 4- sjr, , z, 4 - Az t , la droite qui passe par 
ces deux points aura pour équations 


AX, 


x — x,=— (z — z,), 
A .Z, 


•*l 


chacune de ces équations représente une sécante à l’une des 
projections de la courbe. Si az diminue indéfiniment , la droite 
dans l’espace approche de se confondre avec celle dont les 
équations sont 

x— x, *,), jr— (z— i t ). 

Cette droite , limite des sécantes , est la tangente : ses pro- 
jections sont , comme on sait , tangentes aux projections de 
la courbe. 

. >7. . 
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ig 2 . La tangente fournit le moyen de reconnaître si une 
tourbe est plane ou non. En effet , on n’a qu’à chercher le 
lieu des tangentes en éliminant x , , y, , z, , entre les équations 


et 


f(x l} Z,)— O, 




f, Cr. » a.) = o , 

dx, 

X ~ X '~d^ 


si la courbe est plane , ce lieu sera le plan même de la courbe, 
sinon ce lieu sera la surface développable qui a pour arête de 
rebroussement la courbe donnée. 

ig3. On peut aussi déterminer la différentielle de l’arc 
d’une courbe dans l’espace. Soit (fig. 58) la courbe AB rap- 
portée aux axes rectangulaires Oar, Oy, Oz ; soit ab sa pro- 
jection sur xj \ nommons S l’arc terminé en B, $ sa projec- 
tion ; les coordonnées de B étant x, y, z, celles de b sont x 
et y t et l’on a — -f- Aj'"*. Or, si l’on développe le cy- 

lindre projetant AB ba , les z ne changent pas , et ab deviendra 
une droite ; soit (fig. 5g) le développement : AB peut être 
regardé comme rapporté à deux coordonnées , l’une s se 
comptant sur ab , l’autre z, perpendiculaire à ab. Ainsi 

aS 2 :=As 1 ‘ -f- Az 2 = &x' + iy 7 -j- A Z* , 

puis 

dS* = dr 2 -f - dy* -j- dz 2 , dS =. \/ dx 2 -f- dy 2 dz 2 . 

ig4- On appelle plan osculateur d’une courbe à double 
courbure le plan qui , passant par un point de la courbe , est 
la limite de tous ceux qui coupent la même courbe encore en 
deux autres points, ou , en d’autres termes , le plan qui passe 
par trois points infiniment voisins pris sur la courbe. 

Soient x , , y , , z, les coordonnées dii premier point, ar.-j-dar, , 
y, -f- dy, , z, -4- dit, celles du second , et pour avoir des formules 
symétriques , supposons qu’aucune des trois variables x, y, z 
ne soit indépendante , c’est-à-dire supposons qu’elles soient 
toutes trois fonctions d’une quatrième variable /. Pour avoir 
les coordonnées du troisième point , il faut supposer que t 


f 
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augmente de nouveau de dt , et dès lors x, 4- dx, , ^,+d^,, 
z, -f* dz, deviennent 

x.+dx.-fdOr.+dx,), >,+dr l +d(jr,+dj' 1 ) t , z.+dz.+dfo+dz,), 
ou ' 

x, 4- 2dx, + d 9 x, , y, -f 2(]j, -f d*j, , z, 4- 2dz, + d*z,. • 

Or, le plan qui passe par le point x, , y„ z, a une équation de 
la forme 

Z — Z l 4- A(x — x ,) 4- —J t ) = o, 
la condition de passer par le second point donne 

dz, 4- Adx, 4 - Bd^, = o , (1) 

celle de passer par le troisième donne 

2dz, 4- 2Adx, 4- 2Bd y, + d% 4- Ad a x, 4- Bd 3 j-, r= o , 

» • 

« ou , en vertu de la précédente , 

\ 

d*z, 4- Ad**, 4 - Bd'j-, =0. (2} 

Pour déterminer A et B on a donc les équations (1) et (2), 
qui donnent 

A _ dz,d'jr,—<\r,d'z, B _ dx,d J z,— dz,d a x, 
dj-.d’x,— dx.d 4 ^, — dj-.d^z,— dx.d'jr,’ 

et par conséquent l’équation du plan osculateur est 

(* — z,)( 4 r,d a x,— dx.d’j-,) 4 - (x — x.Xdz.d’jr, —dj,d l z,) 

4 - (j — 7 - i)(dx,d , z, — dz.d’x,) = o. 

ig 5 . La manière simple dont cette équation a été obtenue 
est remarquable. Pour opérer en toute rigueur , il eût fallu 
prendre pour les coordonnées du deuxième point x, 4- ax,, 
Ti + A ^i> *i+az,, x, 4- ax, 4 - a(x, 4 -ax,) , çtc. , pour le troi- 
sième ; il est évident que les résultats seraient les mêmes que 
plus haut, en remplaçant d par a, et qu’en cherchant ensuite 
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la limite du plan passant par ces trois points , il aurait suffi 
d’appliquer les principes de la théorie des infiniment petits , 
c’est-à-dire de changer de nouveau a en d. 


196. En général, si pour démontrer ou découvrir quelque 
propriété d’une courbe, on se trouve conduit à comparer un 
point x , y, 2 de cette courbe avec plusieurs autres points , qui 
doivent ensuite se rapprocher indéfiniment du premier, on 
peut, en établissant les relations auxquelles on sera conduit, 
supposer que les coordonnées du deuxième point se déduisent - 
de celles du premier , en y changeant x en x + dx, et que gé - 
néralement celles d’un point quelconque se déduisent de celle 
manière de celles du précédent ; de sorte que si , pour avoir 
des formules symétriques , on ne regarde aucune des varia- 
bles x , y, *, comme indépendante, on peut prendre pour les 
coordonnées de ces diffèrens points, savoir: 


pour-le i", 
pour le 2', 
pour le 3 e , 
pour le 4% 
et ' 


* > y, 

x-fdx, y + dy, ï+dz, 
x-+-2dx-f-d*x, y+2dy-f-d’y, z-f-2dz-f-d*z, 
x + 3 dx -J- 3 d*x -f- d 3 x , etc. , ) 


MO 


pour le x-J-ndx+n. -- — — d*x...-f-nd“ — ^ 'x-J-d'x, etc. 


En effet, supposons que l’on déduise toujours chaque point 
du précédent en changeant x en x -f- ix , il s’ensuit que les 
coordonnées des points successifs seront rigoireusement, quant 
aux x , 

pour le i* r , ‘ ' x, 1 

pour le 2*, * si -f- Ax , I 

pour le 3 e , x -f- a* A(x -f- a*) == x -f- 2Ax -f- a*x , l (2) 
pour le 4*> x + ax •+• aa(x -+• ax) -f- a‘(x -f- ax) 1 
= x -f- 3 ax -f- 3 a a x -+- a s x , ) 

et ainsi de suite ; de même pour les y et z. 

Or, si nous considérons, par exemple, d 'y et a *y , il est 
évident , en supposant la courbe continue aux environs de x 


1 


* 


A 


r 


* 
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et j, que d’j" et \'jr sont égaux au second ordre près : car 
. d . Ay ■ d‘.A/ 

X 


\y = a . 4 t : 


, et comme 


d . A/ = d . ^dy + ^ -j- . . . ^ , on voit que d*/ — A % y est 

du troisième ordre ; donc , si en opérant sur les valeurs (2) 
on trouve un résultat renfermant un terme delà forme A. A"/, 
il est encore clair, d’après la théorie des infiniment pe- 
tits, que A étant supposé fini et indépendant des infini- 
ment petits , ce terme se réduira à Ad"/, puisque d*/ 
et A"/ sont égaux au n Um ‘ ordre près. Donc au lieu des 
coordonnées (2) on peut employer (1) ; de cette manière on 
traite la courbe comme un polygone dont les valeurs (1) dé- 
terminent les sommets, et c’est en cela , c’est-à-dire dans la 
substitution de la droite aux courbes, qu’est fondé le succès 
des principales applications géométriques de l'analyse infi- 
nitésimale. Le calcul intégral fera encore mieux ressortir 
cette vérité. Que l’on forme un polygone inscrit à une courbe, 
en prenant (1) au lieu de (2) pour les coordonnées de ses 
sommets , chaque côté de ce polygone forme ce que l’on ap» 
pelle un élément de la courbe ; le prolongement de l’élément 
qui joint les deux points x, y, z et x -f da?, /-f-dy, s-f-tU, 
sera la tangente au premier point ; on pourra dire que pour 
les courbes à double courbure le plan osculateur contient deux 
élémens ou deux tangentes consécutives ; que dans \es courbes 
planes, de même que dans les courbes à double courbure, 
deux courbes qui ont un contact de l’ordre n, ont n élémens 
consécutifs communs , et lorsque enfin on aura prouvé {voyez 
Calcul intégral ) que la longueur d’un arc de courbe entre 
deux points donnés ne diffère que dans le premier ordre du 
contour du polygone à côtés infiniment petits inscrit dans cet 
arc ; que l’aire plane terminée par des courbes planes ne 
diffère que dans le premier ordre , de l’aire terminée par 
les polygones inscrits dans ces courbes , il sera prouvé qu’en 
effet on peut toujours considérer au lieu de la courbe le 
polygone infinitésimal inscrit ; de même on verrait que le 
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. 


-à 


polygone infinitésimal circonscrit peut remplacer la courbe , 
et puisqu’il est question d’un polygone infinitésimal , on con- 
çoit que la grandeur absolue des côtes n’entrera jamais comme 
grandeur déterminée dans le calcul, et qu’en définitif ce 
calcul se fôduira à des rapports entre les différentielles ; et 
en général ces relations obtenues seront toujours indépen- 
dantes des valeurs absolues des différentielles. 

Au lieu d’un polygone rectiligne inscrit ou circonscrit, on 
peut prendre un contour curviligne quelconque formé par des 
portions de courbe , par exemple des arcs de cercle , dont 
chacun coupe la courbe en deux points infiniment voisins , ou 
la tlhicbe en un point , les points de contact successifs étant 
encore infiniment voisins: car dans tous ces cas les Ax, Aj , 
a*x, seront les mêmes pour la courbe et pour le contour 
qu’on lui substitue , et si les points successifs qu’on a consi- 
dérés sont infiniment voisins, on peut changer les a en d. On 
en voit un exemple dans ce qui a été dit sur la tangente à la 
cÿcloïde. 




* 

Du reste , on peut regarder Ax =* dx comme constant , 
^c’est-à-dire supposer que les projections des côtés du poly- 
gone sur l’axe des x soient égales, ou encore regarder Ax=dx 
comme variant avec x , c’est-à-dire supposer que ces projec- 
tions varient d’après une loi quelconque. 

Tout ce qu’on vient de dire par rapport aux lignes courbes 
peut s’appliquer aux surfaces et aux volumes. On peut, au 
lieu d’une surface courbe , considérer un polyèdre infinité- 
simal inscrit ou circonscrit , ou encore une autre surface 
courbe quelconque ayant de commun avec la première des 
points infiniment rapprochés, ou touchant la première en ces 
points. Les raisonnemens sont les mêmes. Par exemple, s’il 
s’agit d’une surface développable , on lui substituera un po- 
lyèdre circopscrit , comme ou l’a fait (n° 161) pour démontrer 
simplement les propriétés de ces surfaces. 

197. Pour appliquer les considérations précédentes, pre- 
nons le rayon de courbure des courbes planes qui a été mis 
sous la forme (n°gi ) 
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(dx a -f - <I/“) * * (1 a 3 

7 àxd*x — dj-d’.r dxd’jr — djd’x ’ 

Ôr , si l’on carre le dénominateur , il vient 

dx J d > j' a +<ir‘d a x i — 2dxd7' , d a xd^j' , =d , > 7' , (dx , 4-dj‘ t ) 

+d a x' , (dx’-f-d^*) — dy*d a i ?' ! ‘ — dx a d a x’ - idxdjrd'xd'jr 
=dA a (dy4- < l’- r *) — (d/d"j— t-dxd a x) a , 

et comme de ds* = dx* + dj* on tire 

d îdV = dxd a x -f- dj-d'y , 
on a pour le carré de ce dénominateur 

di’(d s jr 3 + d‘x* — dV), 
ce qui transforme la valeur de y en 

dA* 

y <l a x a -f- d y % — d*A» ’ 

expression que nous allons trouver géométriquement. 

Soit (fig. 6 o) M le point x de la courbe , 

AP = x, PM = y ; 

soit 

PI = Ax, IQ =r A (X ■+■ Ax) , 

de sorte que 

AI = X + AX, AQ = X + 2AX -j-A*X, 

puis 

IH = J + TQ = J + 3^r + A*jr. 

D’après ce qui précède nous remplacerons ces quantités ainsi t 

AI=x + dx, ' AQ = x 4- 2 dx -f- d a x, III =>r 4 . dj-, 
QT ~j 4 - 2 djr 4 - d’r- 

Joignons MH, qui sera = \/ Ax 1 4 - Âj* = aa à remplacer par 
d*, on aura 

HT = y' (ax 4 - A a x) i 4 - (Aj- 4 - a y y = aa + a s a , 
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de sorte que si après avoir prolongé MH de HL = HM , ou 

décrit de H l’arc LS, on aura 

ST = a a a, 

qu’on remplace par dV. De L on mène LE perpendiculaire 
et LG parallèle à TQ , on tire LT et l’on mène GH parallèle 
à kx , on a 

LE=IQ-GH=IQ-PI=d*x , TE=TQ-EQ=TQ-LG-HI=d* y. 

On mène en 6 n LF perpendiculaire à HT. Cela posé , TS = d“s 
ne diffère de TF que dans le troisième ordre : car la différence 

fut 

FS = HS — HL cos FHL=HS(i — cos FHL) = zds sin a — - . 
On prend donc d a i= FT ; donc 


FL== v/LT a — FT*= V/ LE 2 -, ET 2 — FT“= v/d*x*-J-dy*-d a s*' 

Or, 


sin FHL = 


FL _ v/d’x’ + d^— d a « a 
HL - ds 


or , ici MH et HT étant les éléinens de la courbe , FHL est 
l’angle de contingence ( n° 65 ) ; donc 

df /d^x 3 -|- d*r a •+• d a z* 

V~V cü ’ 

d’où la même valeur de y. 

198 . Le plan osculateur passe par trois points infiniment 
voisins pris sur la courbe. Si par ccs trois points on fait passer 
un cercle , ce sera le cercle osculateur ; son centre sera le 
centre de courbure ; son rayon , le rayon de courbure. 
Ce centre de courbure est évidemment situé à la rencontre 
des deux normales consécutives situées dans le plan oscula-. 
teur ; or, si l’on mène deux plans normaux consécutifs , ces 
plans se couperont en une droite perpendiculaire au plan oscu- 
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lateur , droite dont l’intersection avec ce même plan oscula- 
teur sera le centre cherché , et si l’on joint ce centre au point 
donné sur la courbe , on aura le rayon de courbure perpendi- 
culaire à la droite intersection des deux plans normaux. 
Cherchons donc cette intersection , puis menons-lui une per- 
pendiculaire du point de la courbe. Or , les équations de la 
tangente étant 

(*-*,), jr-jr,= ;}£(*-*.>, 

celle du plan normal sera 

(z — z.)dz. + (x—x,)dx, -f tr— x<)dx, = o ; (0 

son intersection avec le plan normal infiniment voisin se 
trouve en différentiant par rapport à x,,y, , z, , ce qui donne 

( z — z,)d*z, + (x — x.jd’x, 4- (j —jr,)dy, — d* J = o ; (2) 
de ces deux équations on déduit 


_ dz.d’r, — dj.d’z, 

. ' dr.d’x, — <ix,d‘jr, 
dx,d’Z|— dz,d*x, 


4r,d’x,— dx.dy, 

Y Y . — ■" — 1 — 1 /_ . \ dx,dr* 

1 djr ,d’x, — dx.d’j-, dj^.d’x, — dx,d‘y,' 

Faisons, pour abréger, 

dz.d’^-d/.d’z.^X, dx.d’z.-dz.d’x^Y, dj-.d’x.-dx.d’j-^Z, 
ce qui donne 

Xdx, -f- Yd^, 4- Zdz, = o ; 
et les équations précédentes deviennent 

x — x,= ^(z — z.) + 


x — x, = g- (X — *,) — 


Z ’ 
dx,d*î 
Z~' 


4L' 


Or, si d’un point x, ,y,, z, on abaisse une perpendiculaire sur 
une droite x = <?z + «, y =iz-j-C on a la longeur de 
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j. , . , / m* -+■ n“ + ( rnb — na )’ 

cette perpendiculaire = y > ou 

m = x, — az, — *, n —jr x — bz, — fi. 

r\ i . „ dr.ds* dx,dr? X 

Dans le cas actuel m = — J ■ ' ■■■, n = — , <3= — , 

L La Là. 

Y 

6 ; donc le rayon de courbure est 

» = drî -= grg _ ; 

r y/x-H-y^ + z» 

mais on a Xdar, •+• Ydj', = — Zda, , . . , 


de sorte que 
d«* 


r- 


l/X’ + Y’+z* 


(dr* + dy* ~h da’) = 


df 3 


y Z* 4- X* + Z a 


19g. Comme le plan osculateur passe par deux tangentes con- 
secutives ou par trois points conse'cutifs de même que le cercle 
osculateur, il s’ensuit que si l’on de'veloppe sur le plan oscula- 
teur la surface formée par les tangentes à la courbe, ce qui rendra 
cette courbe plane, il s’ensuit, dis-je, que le cercle oscula- 
teur ne changera pas : il mesure donc ce qu’on appelle la 
première courbure on flexion, celle qui subsiste dans le déve- 
loppement, dans lequel la seconde courbure est détruite. 
Cette seconde courbure est indiquée par les angles successifs 
des plans osculateurs ; et comme les intevsections successives 
des plans normaux sont perpendiculaires aux plans oscula- 
teurs , on peut dire que la seconde flexion est indiquée par 
les angles des arêtes de la surface développable formée par les 
plans normaux , c’est-à dire par les angles des tangentes à 
l’arète de rebroussement de cette surface , angles qui dépen- 
dent des rayons de courbure de cette arête. Ainsi la seconde 
flexion de la proposée est indiquée par le rayon de première 
flexion de cette seconde courbe : la réciproque est vraie. 
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200. Resterait à parler des contacts des différens ordres des , 
coürbes à double courbure, sujet qui n’offre jusqu’ici que peu 
d’inte'rêt, des développées de ces courbes, que l’on trouvera 
traitées avec élégance et simplicité dans les ouvrages de 

Monge ( Géométrie descriptive et Analyse appliquée). Nous 
nous bornerons à dire qu’une courbe quelconque a une infi- 
nité de développées ; si elle est plane, ses développées sont 
toutes situées sur un cylindre perpendiculaire au plan de la 
« courbe , lequel a pour base la développée située dans ce plan. 

Si la courbe proposée est à double courbure , toutes ses 
développées sont sur la surface développable formée par les 
intersections successives des plans normaux , surface qui se 
change dans le cylindre dont on vient de parler , lorsque la 
courbe est plane. 

201. On emploie quelquefois l’angle de contingence des 
courbes à double courbure, c’est-à-dire l’angle infiniment petit 
formé par deux tangentes consécutives, ou deux normales con- 
sécutives : en considérant l’élément de courbe comme situé 
dans le plau osculateur , il est évident qu’on aura la mciuç 

ds 

expression que pour les courbes planes, c’est-à-dire — . 

t 

Du reste , on peut trouver cette expression directement. 
Soient x, ,y , , z, , un point, x t ,y t , z 2 un autre; on a pour la 
tangente au premier point 


dx, 

x, -t — ( z • 

dz, 


*. ) 


X — X< 



*.) 



pour la tangente au second 


L’angle de ces droites sera donné par la formule 
... y . dx,d.r 1 -4-(lj' 1 47a+dz,dz, 

COS O ■■■ ^ — ~ 

V/ dx*-(-djr';-hdz? V àxi+4ri'+dzi 

Supposons le second point infiniment voisin du premier, de 

, * « 

•W — • » Y 
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sorte que dxi = d(x, ■+■ dar,) = dx, -J- d“x, , etc., on aura 

• ds*[(dar,+d !1 3f | ) a -f-(dr ; ‘ c ly) a -f( d g , + d '' g| ) , ‘3-[d J, (tl^ | -+-d , ^ | )-f-et c . J 

d*î[(dx,-f d i ar I )»+(djf, -j-dtrO'+Cds.+d’a,) 1 ] 

_ dr? (d’x* +d*j-“ + d’*?)— (dx.d’x.-Hr.dtr.-f d^d**,) 1 
— dr* 

On l'amènerait facilement cette expression à la forme 

sin> = ^ = £EE!S* 

f dr* 

Lorsqu’on prend s pour variable indépendante , on a, en sup- 
primant les indices], 

dard*# -f- djrd'jr dzd*z = drd a .s = o. 

Donc 

, -(‘S)’ +(-•*)■+(*•©• 

Cette formule est encore vraie lorsque d« n’est pas constant : 
car soient », C, y les angles que la tangente en x,, y, , z t fait 
avec les axes, »', C', y ceux de la tangente infiniment voisine, 
de sorte que 

cos J 1 = cos a cos «'-f- cos £ cos cos y cos y' , 
et 

sin 9 / = i — (cos » cos a! + cos C cos £' -f cos y cos y') 1 . 

Or, 


cos a! es: cos a. - f- d . cos » -J — d'cos a. -4- etc. . 

2 ’ ’ 

d’après la série de Taylor, et 

cos C = cos S -|- d cosC -f- ^ d* cos C -f. etc. , 
et 

cos y = cos y -f- d cos y -f- ~ d* cosy . -{- etc. , 
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Substituant et remarquant que l'on a 

cos* et -f- cos 1 6 -f- cos’y SB i , 

et par suite sa différentielle 

cos «d.cosa + cosCd.cosff+cosyd. cosy = o, (i) 

il vient , en négligeant le troisième ordre , etc. , 

am'ef 1 =b — (cos *.d*. cos « -f- cos /3 . d* . cos S + cos y . d* . cos y) ; 

mais l'équation ( 1 ) donne par différentiation 

— ( cos « d* . cos « -f- cos £d* . cos S -f- cos y d* cos y) 

= (d . cos«)* -+• (d . cos C y -f- ( d . cosy )*. 

Donc 


sin* / = (d . cos «)* + (d . cos £)* •+• (d . cos yy. 

D’ailleurs les équations de la tangente donnent pour les 
cosinus des angles que cette droite lait avec les axes 

dr , dar „ dr dz 

cos « bb — - = , cos C = — , cos y = — , 

i/dx'+d^+dx* às 4* dj 

d’où 


sin* 


comme ci-dessus. 


FIN DU CALCUL DIFFÉRENTIEL. 
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NOTES. 


Note relative au chapitre VÏÏI , page 10S. 

Les asymptotes rectilignes peuvent être regardées comme des tangentes ît 
l’infin i ; on peut donc , pour les dc'lcrminer , prendre l’équation de la tangente 

y — y, = — a-,), et, si cette équation ne renferme que l’une des 

deux coordonnées x , , y,, la faire égale h ^ ; sinon, on pose y,—kx, dans 

cette équation et dans celle de la courbe, puis on fait x, = ^;de l’é- 
quation de la conrbe on tiret, et on le substitue ilans l’autre. Qn a ainsi 
toutes les asymptotes non parallèles aux y. Si l’on fait x, si^i pour faire 
y, = 8 , on a toutes les asymptotes non parallèles aux x. 


Note sur le n° nj , page 11^. 


On trouve de nombreux points multiples dans les coorbes polaires repré- 
sentées par r=acosmg, r étant le rayon vecteur, g l’arc , a une ligne 

donnée , et m = 3, 4. j etc. 


Note sur la théorie des infiniment petits. 


On a démontré que toute équation exacte qui renferme des infiniment pe- 
tits de différons ordres se décompose en autant d’équations qu’elle renferme 
de termes d’ordres différens , équations toutes homogènes , et ne renfermant 
chacune que des infiniment petits du même ordre ( n° 45 Ordinairement, 
dans les calculs , on supprime graduellement , cl non pas À la fois , l 'S infi- 
niment petits d'ordres supérieurs : il s’ensuit que les formules de ces calculs, 
tout en conduisant h des résultats certains , ne sont entièrement rigou- 
reuses que lorsque l’homogénéité est rétablie par la suppression de tous 
les infiniment petits des ordres supérieurs au plus bas. 
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